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磁-电-弹性半空间在轴对称热载荷作用 

下的三维问题研究 1） 
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摘要  考虑力-电-磁-热等多场耦合作用，基于线性理论给出了磁-电-弹性半空间在表面轴对称温度载荷作用下的

热-磁-电-弹性分析，并得到了问题的解析解。利用 Hankel 积分变换法求解了磁-电-弹性材料中的热传导及控制

方程，讨论了在磁-电-弹性半空间在边界表面上作用局部热载荷时的混合边值问题，利用积分变换和积分方程技术，

通过在边界表面上施加应力自由及磁-电开路条件，推导得到了磁-电-弹性半空间中位移、电势及磁势的积分形式

的表达式。获得了磁-电-弹性半空间中温度场的解析表达式并且给出了应力，电位移和磁通量的解析解。数值计算

结果表明温度载荷对磁-电-弹性场的分布有显著影响。当温度载荷作用的圆域半径增加时，最大正应力发生的位置

会远离半无限大体的边界；反之当温度载荷作用的圆域半径减小时，最大应力发生的位置会靠近半无限大体的边界。

电场和磁场在温度载荷作用的圆域内在边界表面附近有明显的强化，而磁-电-弹性场强化区域的强化程度跟温度载

荷的大小和作用区域大小相关。本研究的相关结果对智能材料和结构在热载荷作用下的设计和制造具有指导意义。 
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Abstract  Considering the coupling effects between mechanical, electrical, magnetic and thermal fields, we have 
presented an analytical solution for the thermo-magneto-electro-elastic problem of a magnetoelectroelastic 



 

half-space under axisymmetric thermal loading based on the linear theory. Integral transform method and integral 
equation technique are applied to analytically solve the heat conduction equation, the governing equations of the 
magnetoelectroelastic material, and the mixed boundary value problem on the boundary of the 
magnetoelectroelastic half-space. A general closed-form solution is presented for the complementary and particular 
parts of the components of the displacement, electric potential and magnetic potential. Traction-free and open 
circuit electro-magnetic conditions are applied on the boundary surface and an integral form solution for the 
displacement, electric and magnetic potentials in the magnetoelectroelastic half-space has been successfully 
obtained. Temperature field in the half-space has been obtained analytically and the expression of the stresses, 
electric displacements and magnetic induction due to the temperature change applied on the surface are derived and 
given in an explicit closed form. Numerical results show that the temperature loading has much effect on the field 
distribution of the mechanical, electric and magnetic fields in the magnetoelectroelastic half-space. As the radius of 
the constant temperature loading increases, the distance from the region of the maximum normal stress to the free 
boundary will become larger, and the normal stress becomes much smaller in the regions outside of the circular 
region. The maximum shear stress appears just below the boundary surface at the edge of the circular region. The 
electric field is found to be intensified near to the boundary surface within the circular region, and similarly, 
intensities of the positive and negative magnetic fields are observed at different locations in the half-space under 
the temperature loading applied on the boundary. The results of this study are helpful for the design and 
manufacturing of smart materials/structures under thermal loading. 

Key words  Magnetoelectroelastic material, Axisymmetric temperature loading, Hankel transform, Heat 

conduction, Electric and magnetic field

引  言 

磁-电-弹性材料是一种同时具有压电､压磁､磁

电耦合效应的复合材料，这种材料在工程结构中，

尤其是在智能材料和结构系统中，有越来越广泛的

应用。磁-电-弹性材料所固有的力电磁耦合特性使

它们成为智能结构中传感与执行元件的首选材料，

广泛应用于传感器、执行器、滤波器、换能器和其

他智能器件，在能量转换系统中有着非常可观的潜

在的应用前景
[1-8]

。由于这些智能器件通常在复杂的

力、电、磁和热耦合载荷环境下工作，因此对磁-

电-弹性材料在多场耦合环境下的响应问题研究具

有重要的意义。 

近年来，关于磁-电-弹性材料力学问题的研究

备受关注。Wang 等
[9]
推出了各向异性磁-电-弹性半

空间在圆周方向载荷作用下的解析解。利用推广的

Stroh 公式和坐标变换技术，Qin
[10]

求得了磁-电-

弹性介质中含有任意方向半平面或双材料界面时的

Green 函数解。利用积分变换和奇异积分方程方法， 

Hu 等
[11]

研究了磁-电-弹性和正交各向异性半空间

中的界面裂纹问题，发现裂纹尖端的振荡奇异性或

非振荡奇异性取决于双材料的特定材料属性组合。

段淑敏等
[12]

用奇异积分方程法求解了磁-电-弹性

材料与加层间的界面裂纹在反平面剪切冲击载荷和

面内电磁冲击载荷作用下的动态响应问题，讨论了

载荷、材料及几何参数对能量释放率的影响。Ma 等
[13]

用扩展有限元法分析了磁-电-弹性双材料界面

裂纹的静态断裂和多场耦合效应。Yang 和 Li
[14]

通过

考虑表面效应并利用 Kirchhoff 薄板理论，获得了

纳米尺度圆盘状磁-电-弹性薄板弯曲和自由振动的

解析解。 

鉴于磁-电-弹性材料和结构通常会用在磁场、

电场和温度场等多场耦合的载荷环境中，而其性能

通常会受到温度载荷显著的影响，因此有必要对其

热效应进行深入的研究
[15]

。Hou 等
[16]

求得了各向同

性磁-电-弹性材料中的二维形式的通解和基本解。

通过引入五个调和函数，Chen 等
[17]

推导出了横观各

向同性磁-电-热弹性体的一般解并得到了各耦合场

的表达式。Carman 等
[18]

提出了一个含有保守非线性

的磁-电-弹性材料中的微观机械模型。利用微观机

械方法可以对完全耦合的磁-电-热弹性多相复合材

料的性能进行系统的分析
[19, 20]。Ke 和 Wang

[21]
基于非

局部理论和 Kirchhoff 板理论研究了磁-电-弹性纳

米板的自由振动，发现其固有频率对于力、电和磁

载荷很敏感但对热载荷不敏感。田晓耕和沈亚鹏讨

论并综述了磁-电多场耦合的广义电磁热弹性耦合

问题方面的研究以及计及扩散效应和粘弹性效应的

广义热弹性理论的发展
[22]

。He 等
[23]

研究了无限长空

心圆柱体中的广义电磁热弹性问题。Ootao 和

Tanigama
[24]

研究了多层磁-电-热弹性板条在非稳

定及非均匀热载荷作用下的动态响应。Karimi 和

Shahidi
[25]

利用非局部理论研究了磁-电-弹性纳米

板在外加磁势、面内剪切和热载荷作用时的自由振

动及表面效应。Gao 等
[26]

根据广义 Stroh 公式研究

了完全耦合的磁-电-弹性介质中的共线电渗透型裂

纹问题并给出了在远场均匀热流作用时磁-电-弹性

场强度因子的简洁表达式。利用积分方程法，

Niraula 和 Wang
[27]

求得了磁-电-弹性介质中的圆币

型裂纹在均匀热流作用下的精确解。Li 等
[28]

求得了

具有横观各向同性性质的无限大热-磁-电-弹性介

质中的圆币型裂纹的三维基本解。Zhao 等
[29，30]

用扩

展的位移间断边界积分方程法分析了三维横观各向

同性热-磁-电-弹性双材料中任意形状的界面裂纹

问题并讨论了电-磁场边界条件对各个场强度因子

的影响。 



 

        从检索到的相关文献资料来看，现有的工作主

要集中在求解无限大磁-电-弹性体中的力学问题或

者相应的热载荷是作用在全部边界上的情形，而考

虑边界的影响以及局部范围内分布载荷的作用则更

具有实际意义。本文利用积分变换方法推导并求解

了磁-电-弹性半空间在边界上作用轴对称温度载荷

时的热传导和控制方程，得到了磁-电-弹性半空间

中的温度场、应力、电位移和磁通量的解析解。本

文结果对磁-电-弹性材料在热环境中的应用具有重

要的指导意义。 

1  基本公式 

  考虑一个横观各向同性的磁-电-弹性材料，其

极化方向沿 z-轴方向，各向同性平面为 x-y-平面，

如图 1 所示。对于轴对称问题，线性磁-电-弹性介

质的本构方程为： 
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其中，场变量为 r 和的 z 函数，与角度 无关； ru 和

zu 分别是径向和轴向弹性位移的分量； 和 分别

是电势和磁势； rzzzrr   ,,, 为应力张量的分

量； rD 和 zD 为电位移的分量； rB 和 zB 为磁通量的

分量; 4433131211 ,,,, ccccc 为弹性模量; ,15e 31e ，

33e  为压电常数； 3311,   为介电常数； 3311, dd  为

电磁常数； 3311,   为磁渗透系数； )51( jj 是

热应力系数； T 是温度变化量；  ' 表示矩阵的转

置； ,)( 表示对相应坐标的求偏导。 

    电场 jE ( zrj , )和磁场 jH ( zrj , )可以分别

由电势和磁势的偏导数表示为： 
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        若不计体力及自由电荷，平衡方程可以表示为： 
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将方程(1, 2) 代入以上方程可以得到关于位移

ru , zu , 电势 和磁势 的控制方程如下： 
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2  问题求解 

        考虑一个在其边界表面上作用有轴对称热载荷

的磁-电-弹性半空间，如图 1 所示。 我们采用柱坐

标（ zr ,,  ），并假定极化方向沿 z -轴方向； )(rTB

是一个定义在圆域（ 0,  zar ）内的轴对称函数。 

    横观各向同性材料在轴对称条件下的稳态热传

导方程为：  

0,,,  rzzzrrr kTkrTT         (6) 

其中 ),( zrTT  是介质中的温度分布函数， rk 和 zk  

分别为 r  和 z  方向的热传导系数。 应用 Hankel 

变换可以得到温度的表达式为： 

   drJzAAzrT )(exp)(),( 0
0

0 


      (7) 

其中 )(A 为待求函数， 0A  是一个可以由远场边

界条件确定的常数，

 

)(0J  是第一类 0 阶 Bessel 

函数，系数  定义为： 

zr kk                      (8)  

    假设无穷远处的温度为一有限值 IT  并且作用

于磁-电-弹性介质边界上有界区域内的温度为 BT ，

即： 

)()0,(),( rTrT，TrT BI          (9) 



 

则 0A 和 )(A 可以表示为： 
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图 1 

轴对

称热

载荷

作用

下的

磁-电-弹性半空间 
Fig. 1 A magnetoelectroelastic half-space under 

axisymmetric thermal loading 
     

    将方程(10)代入方程(7) 可以得到温度场的表

达式为： 
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    温度变化可以表示为： 
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    对方程(5)做 Hankel 变换，可以得到弹性位

移，电势和磁势的通解如下： 
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其中， )(jA  )41( j ， )(B ， )(C ， )(D ， )(E

为待求的未知函数， ja ， jb ， jd ，( 41j ) 是与

材料系数相关的已知的系数，见附录; )(1J  是第

一类的一阶 Bessel 函数， j  ( 41j ) 为以下

特征方程的特征根： 
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其中， M  表示矩阵M 的行列式值。这里需要指

出的是，八阶特征方程(17)有八个特征根成对出现，

每一对大小相同符号相反，复根以共轭形式成对出

现。在式(13-16)中，取特征根 j  ( 41j ) 的实

部为正，以确保稳定系统的内能正定
[31, 32]

。 

利用本构方程，可以得到应力，电位移及磁通

量的各个分量为： 
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 其中，  
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(22-4) 

    当在半无限大体的表面只作用有热载荷作用

时，磁-电-弹性半空间表面上电、磁和机械边界

条件为： 
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将方程(18-21)代入方程(23)，我们可以得到

以下关系式： 
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其中， 
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jjjj dhbeaeX 333333313         (25-3) 

jjjj dbdhahX 333333314        (25-4) 

未知函数 )(),(),(),(  EDCB 可以由函数

)(A 表示为： 
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其中， j  ( 41j ) 的表达式在附录中给出。 

    jY  ( 41j ) 可以表示为 )(A 的函数： 
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34333332331131   hecc
 
  

(28-1) 

4153152441442  hecc 
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(28-4) 

    
)41()( jAj  与 )(A 的关系为： 
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    求解以上方程可得： 
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其中， j  ( 41j ) 在附录中给出。 

        本文考虑如下定常相对温度作用在磁-电-弹性

半空间表面上一个圆域上的情形： 
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    需要指出的是， 0T 是作用在圆域上的温度与圆

域外的温度的相对值，而所考查的半空间中的磁-

电-弹性场的变化与 0T 有关。 

    将方程(31)代入方程(10)可以得到： 

)()( 10 aaJTA                 (32) 

温度场的积分表达式如方程(7)所示，利用关系

式(26, 30)，我们可以得到位移、电势、磁势、应

力、电位移和磁通量的解析形式的表达式。在此略

去具体的细节，应力、电位移和磁通量的分量可以

表示为： 
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其中系数 )61( kVk ， jjj GFE ,, ， jj KH , ， jL
 

( 41j )在附录中给出，积分算子  jI
 

)2,1( j

定义为：
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常数 )51( jj 可表示为： 
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其中， ),,( zrii   为热膨胀系数。 

    由以上所得到的磁、电、热弹性场的解析表达

式可知，对于在任意区域作用任意温度载荷的情形，

本文的结果可以作为一个基本解，在线弹性和小变

形范围内利用叠加原理可以得到一般温度载荷情形

的解。需要指出的是，由于解的表达式中含有无限

积分项，在不能获得精确积分结果的情况下，数值

积分可能会产生一定的误差。 

3  数值计算及分析 

    在数值计算中，不失一般性，我们取一具有完

全的机械、电和磁场耦合作用的横观各向同性性

质的磁-电-弹性材料-复合材料BaTiO3-CoFe2O4，其

材料常数为
[31]
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(41) 

对于以 z -轴为极化方向的横观各向同性材料，

径向和切向的热膨胀系数相同，即  r 。因此，

由方程(40)可知 21   。在以下的数值计算中，热

膨胀系数假定为 16107  Kzr  ，圆域内的相

对温度值假设为 KT 1000  。 

图 2 给出了磁-电-弹性半空间中的无量纲化的

正应力的分布。图中显示最大应力发生在沿-轴方向

距离半空间边界约 az 3.1 的位置。我们可以推断当

温度载荷作用的圆域半径增加时（a 增加），最大

应力发生的位置会远离半无限大体的边界，即最大

应力会发生在更深处；反之当温度载荷作用的圆域

半径减小时（a 减小），最大应力发生的位置会靠

近半无限大体的边界，即最大应力会发生在靠近边

界的位置。需要指出的是，在圆域外( ar  )的正应

力很小。 
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图 2 正应力 03 Tzz  的分布 

Fig. 2 Distributions of the normalized stress 

03 Tzz  . 

 
 
图 3 显示了在圆域温度载荷作用下磁-电-弹性

半空间中最大剪应力 03 Trz  的分布。最大剪应力

发生在靠近边界表面大约在圆形区域的边上

( ar  )。在远离温度载荷作用区域( azar  ,2 )

时，剪应力变得相当小。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
图 3 剪应力 Trz 3 的分布 

Fig. 3 Distributions of the shear stress 
Trz 3 . 

 

图 4 给出了无量纲化的电场的分布，可以看出，

电场在温度载荷作用的圆域内在边界表面附近有明

显的强化。这一结果预示在高温载荷情形时，高温

度区域可能会出现电击穿的情形。图 5 显示了半无

限大空间中磁场的分布，正的和负的磁场在不同的

区域都得到了强化：负的磁场在 z-轴附近约的区域

强化显著，而正的磁场在 araz 2.1,1.0  的区域得

到了强化。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4 电场 TEe z 333  的分布 

Fig. 4 Distributions of the normalized electric field 
TEe z 333  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5 磁场 THh z 333  的分布 

Fig. 5 Distributions of the normalized magnetic field 
THh z 333  . 

 

4  结  论 

本文给出了磁-电-弹性半空间在轴对称温度载

荷作用下的磁-电-热-弹性多场耦合的解析解。利用

变换法成功求解了磁-电-弹性介质中的热传导方程

和控制方程，得到了温度场分布的解析表达式，并

进一步获得了应力，电位移和磁通量在半空间中的

场分布。数值结果表明在温度载荷作用下应力，电

位移和磁通量在各自特定的区域内会得到强化，磁-

电-弹性场强化区域的强化程度跟温度载荷的大小

和作用区域大小相关。本文结果对磁-电-弹性材料

和结构的设计和应用具有重要的理论指导意义。 
 

附录 

        方程（13, 15, 16）中的常数  jjj dba ,,  

( 41j ) 定义为： 
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其中 j  ( 3,2,1j ) 为特征方程(17)的特征根。在

方程(26)中 j  ( 41j ) 定义为： 
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    在方程(30)中 j ( 41j )定义为： 
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其中分量 ijX ( 41, ji )在方程(25)中定义。 

方程(33-38)中的系数 )61( kVk 定义

为： 
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    jjj GFE ,, ， jj KH , ， jL
 

)41( j 定
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