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一维准晶功能梯度层合圆柱壳热电弹性精确解 1） 
李  杨*,+ 秦庆华+ 张亮亮* 高  阳*,2) 

*
（中国农业大学理学院，北京 100083） 

 +
（澳大利亚国立大学工程与计算机科学学院，堪培拉 2601)  

摘要 两种或多种不同性质材料组成的层状结构可以满足工业发展的需求。然而，材料属性在接触面的突变问题，

容易导致层间界面处产生应力集中、裂纹以及分层等问题。功能梯度材料利用连续变化的组分梯度来代替突变界面，

可以消除界面处的物理性能突变，提高结构的粘结强度。本文以一维准晶功能梯度层合圆柱壳为研究对象，利用类

Stroh 公式和传递矩阵方法，建立了材料参数沿径向呈现幂函数变化的层合圆柱壳模型，获得了简支边界条件对应

的一维准晶功能梯度层合圆柱壳的热电弹性精确解。数值算例中讨论了层合圆柱壳内外表面承受温度载荷时，功能

梯度指数因子对温度场、电场、声子场和相位子场的影响，尤其是对层合圆柱壳内外表面的影响。结果表明，指数

因子改变了材料参数的空间分布情况，进而对温度场、电场、声子场和相位子场都有影响；增加功能梯度指数因子，

可减小温度载荷引起的内表面变形，进而提升结构强度。本文得到的结果可以为功能梯度准晶层合圆柱壳的设计和

制造提供可靠的理论依据。 
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EXACT THERMO-ELECTRO-ELASTIC SOLUTION OF FUNCTIONALLY 
GRADED MULTILAYERED ONE-DIMENSIONAL QUASICRYSTAL 

CYLINDRICAL SHELLS 1） 

Li Yang*,+  Qin Qinghua+  Zhang Liangliang*  Gao Yang*,2) 

*( College of Science，China Agricultural University，Beijing 100083，China ) 

+( College of Engineering and Computer Science，Australian National University，Canberra 2601，Australia ) 

Abstract  Layered structures made of two and more materials with different properties can meet the needs of 

industrial development. However, the abrupt change of material properties at the interface of the laminated 

structures can easily cause some interface problems, such as stress concentration, interface cracks, and interface 

delamination phenomena. Functionally graded materials refer to utilize a continuously changing component 

gradient instead of the original sudden change interface, which can eliminate or weaken the abrupt change of the 

physical properties and then increase the bonding strength of the layered structures. In this paper, the research 

object is the functionally graded multilayered one-dimensional quasicrystal cylindrical shells. By virtue of the 



 

pseudo-Stroh formalism and the propagator matrix method, we establish the layered one-dimensional quasicrystal 

cylindrical shells model with the material parameters following the power-law type distribution along its radius 

direction, and obtain the exact thermo-electro-elastic solution of the functionally graded layered one-dimensional 

quasicrystal cylindrical shells with simply supported boundary condition. Numerical examples are carried out to 

investigate the influences of the exponential factor on temperature, electric, phason and phonon fields of the 

functionally graded layered one-dimensional quasicrystal cylindrical shells subjected to both inner and outer 

surfaces temperature variations, especially the effects on physical quantities at the inner and outer surfaces of the 

layered one-dimensional quasicrystal cylindrical shells. The obtained results indicate that: the exponential factor 

can change the distribution characteristic of material parameters, which can cause a significant influence on the 

physical quantities in the temperature, electric, phason, and phonon fields; by increasing the exponential factor, the 

deformation at the internal surface induced by temperature stimuli is reduced and the strength of the layered 

one-dimensional quasicrystal cylindrical shells is improved. The results obtained in this paper can provide a reliable 

theoretical basis for the design and manufacture of functionally graded layered one-dimensional quasicrystal 

cylindrical shells. 

Key words  functionally graded materials，quasicrystals，layered cylindrical shells，thermo-electro-elastic 

coupling effect，exact solution 

 

引  言 

层状结构因其优异的性能被广泛应用于航空、

航天、土木和机械等领域[1]。常规的层状结构是由

均质材料层组合而成，以期获得更好的机械和热力

学性能。但是，这种层状结构界面处材料参数的突

然变化会产生较大的层间应力，从而导致应力集中、

裂纹和分层等问题。为了克服这些不利影响，科学

家们提出功能梯度材料的概念，即利用连续变化的

组分梯度来代替突变界面，进而消除界面处的物理

性能突变，达到提高结构强度和优化结构性能的目

的[2, 3]。鉴于功能梯度材料具有组成结构连续变化和

可设计性的特点，越来越多的科研人员对功能梯度

材料表现出极大的兴趣。仲政等[2]对功能梯度材料

与结构若干力学问题的最新研究进展进行了综述，

并对非均匀介质力学研究进行了展望。柯燎亮和汪

越胜
[3]
结合功能梯度材料接触力学的若干基本问

题，综述了相关理论的研究进展。郑保敬等
[4]
提出

一种模型降阶方法用于分析非均质材料结构在复杂

载荷作用下的动态响应。杨健鹏和王惠明
[5]
研究了

功能梯度球形水凝胶在一定条件下的非均匀大变形

溶胀行为。Yang 和 Gao
[6]
利用复变函数方法研究了

含有功能梯度层加固椭圆孔的无限大板的应力集中

问题，并获得了其通解。基于广义 England 方法，

Yang 和 Chen
[7]
研究了功能梯度圆板在中心承受集

中力作用下的轴对称弯曲问题。Pan 和 Han
[8]
提出类

Stroh 理论用于研究功能梯度磁电弹层合板的弯曲

问题，获得了材料常数沿厚度方向呈现指数函数分

布的精确解。 

准晶由以色列科学家 Shechtman 教授首次在急

冷的 Al-Mn 合金电子衍射图形中发现[9]。准晶是一

种不同于晶体和非晶体的新型固体材料，具有长程

有序的原子排列，但不具备平移对称性[10]。基于

Landau 的元激发唯象理论，准晶中存在两个低能元

激发：声子和相位子[11, 12]。相位子场的引入，使准

晶表现出不同于晶体和非晶体的多种性能，如：高

强度、高硬度、耐磨性、耐腐蚀、低摩擦系数和低

导热率等[13, 14]。由于准晶表现出来的优异性能，其

主要用作表面涂层、薄膜以及复合材料增强相[15]。

随着准晶应用的推广，准晶材料的性能研究受到许

多学者的关注。Maugin[16]将提出的准晶弹性方程扩

展到准晶热弹性问题中。Li 等[17]利用广义势能理

论，研究了二维六方准晶中的三维热弹性平面裂纹

问题，并获得了解析解。Guo 等[18]基于 Stroh 理论，

研究了二维十次热弹性准晶的缺陷问题。Li 等[19, 20]

分别给出了考虑热效应的一维六方压电准晶中平面

裂纹问题的理论解和数值解。 

层合圆柱壳具有重量轻、强度高等特点，是工

程中常用的结构元件之一。目前，关于准晶层状结



 

构的动态和静态问题研究多数是基于矩形层合板开

展的[21-23]。此外，同时考虑热电弹耦合效应和材料

不均匀性的准晶层合圆柱壳的研究开展的很少。因

此，本文采用类 Stroh 理论和传递矩阵方法，获得

了一维准晶功能梯度层合圆柱壳的热电弹性精确

解，讨论了功能梯度指数因子对层合圆柱壳物理量

的影响，以期为准晶功能梯度层合圆柱壳的多场耦

合效应及非均匀性分析提供可靠的参考依据。 

1  基本方程 

图 1 是柱坐标系(r, θ, z)中一维准晶功能梯度层

合圆柱壳的示意图，准周期方向和极化方向均沿着

r 轴，其外表面半径为 rb，内表面半径为 ra，沿 z

向长度远远大于层合圆柱壳半径，层合圆柱壳的角

度跨度为 θ0，第 j 层的内外半径分别为 rj 和 rj+1。 

 
图 1 一维准晶功能梯度层合圆柱壳的示意图 

Fig.1 Schematic of functionally graded layered 1D quasicrystal 

cylindrical shells 

对于考虑热-电-弹耦合的一维正交准晶材料，

本构方程为[24]： 
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式中， kl 为声子场应力； kl 为声子场应变； ilH 为

相位子场应力； ilw 为相位子场应变； kD 为电位移；

kE 为电场强度；T 为温度变化； klC ， klR ， klK 分

别为声子场弹性常数，声子场-相位子场耦合弹性常

数和相位子场弹性常数； kle ， kld ， ll 分别为声子

场压电系数，相位子场压电系数和介电系数； 3p 和

k 分别为热电系数和导热系数。 

忽略体力、自由电荷以及内部热源，静态平衡

方程可写为： 
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   (2) 

式中， rq ，q ， zq 为热流。热流与温度的关系，可

以表示为[25]： 

11 , 22 , 33 ,, ,r r z zq k T q k T r q k T          (3) 

式中， llk 为热传导系数。几何方程为： 
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式中， ru ， u ， zu 为声子场位移； rw 为相位子场

位移； 为电势。考虑层合圆柱壳两侧边简支的边

界条件[24]，即： 

00, ; 0r ru w T                (5) 

对于一维准晶功能梯度材料，假设其材料参数

沿着径向呈现幂函数分布，即： 
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式中， 为功能梯度指数因子，表示材料参数在半

径 r 方向的梯度分布程度，后文中 均表示功能梯

度指数因子；上标带“0”的物理量表示均质材料对

应的材料参数。 

2  单层圆柱壳的热电弹性精确解 

2.1 温度场的精确解 

满足两侧边简支边界条件的温度函数可假设

为： 

     sin sinT T r p f p           (7) 

式中， = / jr r ， 0= /p m  ，  T r 为与圆柱壳角度

 无关的温度，文中其他顶部带横线的物理量均表

示独立于圆柱壳角度的物理量。 

将式(7)代入式(3)，然后代入式(2)，得： 
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式中，特征值可求解为： 
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将式(8)所示特征关系改写成： 
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式中，  T
,f g 为特征向量。为了令特征向量和特征

值对应，对特征向量加下标，即 1 对应  T1 1,f g ， 2

对应  T

2 2,f g ，式中上标“T”表示矩阵的转置。 

利用特征值和特征向量，可得到一维准晶功能

梯度单层圆柱壳温度场的精确解： 
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式中， 1 和 2 为待定未知量。 

2.2 电-弹耦合场的精确解 

对于简支层合圆柱壳，广义位移矢量可表示为： 
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将式(12)代入式(4)，然后代入式(1)，得到径向

的广义应力矢量： 
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  
 
 

  

  
  
  
   
  
  
     

   
  
  
   
  
  
     

t








    (13) 

引入 4 个矢量： 

   
   

T T

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

T T

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

a a a a a b b b b b

c c c c c d d d d d

 

 

a b

c d
  (14) 

式(14)所示矢量存在如下关系： 

 
  21

T

T

s



  

      

b P T a

d P T c β
         (15) 

利用基本方程和式(12)，推导出满足一维热-电-

弹性准晶功能梯度层合圆柱壳的类 Stroh 公式[26]： 

 
       

2

2

1 2

+

1 + 1 1 +

T T

T T

s s 

     

      
          

Q P P P T T a 0

Q P P P T T c β β

(16) 

式(15)和式(16)中矩阵分别为： 

   
   

0 2 0 0 0 0 2 0 2
55 11 55 11 6 15

0 0 0 2 0 0 0
55 11 11 55 6 15

0 2
66

0 2 0 0 2 0 2
6 6 1 15
0 2 0 0 2 0 2
15 15 15 11

0 0 0 0
13 55 1 31

0 0 0 0
13 55 1 31

6

0

0

0 0 0 0

0

0

0

0

0 0 0 0 0

0

C p C C C p R p e p

C C p C p C R p e p

C p

R p R p K p d p

e p e p d p p

C C p R e

C p C R p e p

R



     
 
   
   
    
   

   





Q

P
0

0
15

0 0 0
33 3 33

0
55

0
44

0 0 0
3 3 33
0 0 0
33 33 3

00
31

0
1

1 2

0
33

0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

, , 00

00

0

0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

j j

p

e p

C R e

C

C

R K d

e d

p

r r

p




  
  
  
   
  
  
    

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
   

β βT

 (17) 

为了便于求解，将式(16)转换为对应的标准特

征关系： 

 , 1 +s        
         

       

a a c c
N N β
b b d d

   (18) 

式中，矩阵 N 和 β分别为： 
1 T 1

1 T 1

1
1

1
2



 

 





 
      

   
        

T P T
N

Q PT P PT I

β0 T
β

βI PT

    (19) 

求解式(18)，可得到电-弹耦合场对应的特征值

s 和特征向量  T
a b ，  T

c d 。因此，一维准晶功

能梯度单层圆柱壳电-弹耦合场的精确解为： 

1

2

11 2 *

1 2 2

1 2 1 1

1
1 2 2 2

00

00

s

r

f

f





 




 
 

     
      

       
       
       

        

KA Au I 0

B Bt 0 I K

c cI 0

d d0 I

  (20) 

式中， 



 

 
   
   

*

3 5 3 51 2 4 1 2 4

TT

1 1 2 3 4 5 2 6 7 8 9 10

1 1 2 3 4 5 2 6 7 8 9 10

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

diag , , , , , , , , ,

r z r rr r zr rr r

s

s s s ss s s s s s

r u u u w r r r rH rD 

   

   



                 

   
 

 



  

u t

A a a a a a A a a a a a

B b b b b b B b b b b b

  (21) 

3  层合圆柱壳的热电弹性精确解 

本节引入传递矩阵方法[26]，用于处理层状结构

问题。假设层间界面为完美连接，首先处理温度场

的传递问题，然后求解电-弹耦合场多层结构问题，

最后将温度场、电场和弹性场的结果合并，得到一

维准晶功能梯度层合圆柱壳的热-电-弹性精确解。 

考虑温度场，对于层合圆柱壳第 j 层，利用式

(11)，有 

1

2

1

1

1 1 2 1

2 1 2 1

1

1 2

1 11 2

( / ) 0
= =

0 ( / )

1 0

0 ( / )

j

j

j j

j r j jj r

j j j r r

Tf f r r

r qg g r r

Tf f

r r r qg g












 








 

     
     

       

   
    
     

 

     (22) 
利用式(22)，圆柱壳 j 层任意半径处的物理量为： 

= ( / )
j

j j
j rr r

TT
r r

r qrq

  
  

   
T           (23) 

式中，温度场的传递矩阵 jT 为： 

1

2

1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 0
( / )=

0 ( / )

( / ) 0

0 ( / )

j j
j

j

j

f f
r r

r r g g

f fr r

g gr r









   
   

  

   
    

  

T

      (24) 

考虑电-弹耦合场，对于圆柱壳 j 层，借助式

(20)，可以得到： 

1

1 1

1 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 22

1

1 1 1 2*
1

2 2 1 2

1

1 2*
1

1 1 1 2

1

0
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(

j

j
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s
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j

s
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j

r
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
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

 









 

 



        
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/ ) ( / )

0( / ) 0

00 ( / )

j j

j j j

j j

j j j

r r

r r r

fr r

fr r

 









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




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(25) 

利用式(25)，层合圆柱壳 j 层任意半径处的物理

量可以表示为： 

= ( / ) ( / )
j j

j j j j
j j rr r

T
r r r r

r r qr

   
    

     

uu
E S

tt
   (26) 

式中，矩阵 jE 和 jS 分别为： 
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2

1

1 2 1 2*

1 2 1 2

1 2
1

1 2

1

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 2

( / )= ( / )
( / )

( / ) ( / ) 0
( / )=

( / ) 0 ( / )

0 0
( / )

0 0

s
j j j

j
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j j

j j

j j

r r r r
r r

r r r r
r r

r r r r

f f f f f
r r

f g g f
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

 







     
     

    
    
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    

       
       

       

I 0 A A A A
E

0 I B B B B

I 0 c c
S

0 I d d

c c
E

d d

1

1 2

1 2

f

g g


 
 
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(27) 
将式(23)和式(26)中精确解合并，同时重复利用

传递矩阵，得到一维准晶功能梯度层合圆柱壳的热

电弹性精确解： 

1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

b a

b a
N N N N

b r a rr r

r r

T T

r q r q

    

   
   
      
   
   
   

u u

t t
G G G G     

(28) 

式中， 1= /j j jr r  ，传递矩阵 ( )j jG 为： 

( ) ( )
( )=

( )
j j j j

j j
j j

 



 
 
 

E S
G

0 T
         (29) 

4  数值算例 

本节主要讨论功能梯度指数因子对温度场、电

场、声子场和相位子场的影响。考虑三层功能梯度

圆柱壳，第一层和第三层为功能梯度准晶材料

Al-Ni-Co，第二层为均质压电材料 BaTiO3，且每层

厚度相等，材料常数见表 1[27-29]。计算中为避免产

生奇异矩阵，晶体的相位子场弹性常数按照 10-8倍

的准晶相位子场弹性常数选取[30]，同时晶体中声子

场-相位子场耦合弹性常数为 0。 

层合圆柱壳的几何参数为：内表面半径 ra = 4 

mm，外表面半径 rb = 10 mm，角度跨度 θ0 = 1 rad。

假设在功能梯度层合圆柱壳的内外表面同时施加温

度载荷，外表面载荷为 ( ) =1KbT r ，内表面载荷为

( ) 0.5KaT r  。令 m = 1, 指数因子分别为 = -5，0，

5。当 = 0 时，功能梯度材料退化为均质材料。数

值算例中给出的物理量均独立于圆柱壳角度 θ。 

图 2 给出指数因子 对温度T 的影响，图 3 为

电势 和电位移 rD 随着指数因子 的变化曲线。从

图 2 可以看到，T 在功能梯度层合圆柱壳的内表面

为 0.5，外表面为 1.0。同时，图 3(b)显示电位移 rD



 

在功能梯度层合圆柱壳的内外表面均为 0。上述物

理量在圆柱壳内外表面的数值满足加载的边界条

件。文中考虑了温度场对弹性场、电场的单向耦合

问题，根据温度场传递矩阵关系，图 2 所示T 与
和特征值 η有关。同时考虑层合圆柱壳内外表面加

载的温度边界条件。因此，不同 对应的T 曲线出

现交叉现象。此外， = -5 对应的温度T 在界面处

更光滑，是因为不同层间的热传导系数差异性减小

导致的。在图 3(a)中，最外层的 随着 的增加略

有增加。图 3(b)所示中间层的 rD 数值随着 的减小

而增加，并且数值远大于外层和内层，这主要是因

为晶体的热电系数大于准晶材料的热电系数导致。 
表 1  材料常数 

Table 1 Material Constants 

 Al-Ni-Co BaTiO3 

Phonon elastic 

(Gpa) 

0
11 234.3C  0

12 57.4C   
0
13 66.6C  0

33 232.2C   
0
44 70.2C   

0
11 166C  0

12 77C   
0
13 78C  0

33 162C 
0
44 43C   

Phason elastic 

(Gpa) 

0 0
1 2 122K K  0

3 24K    

Coupling 

(Gpa) 

0 0 0 0 0
1 2 3 5 6

8.85

R R R R R   


  

Piezoelectric 

(C/m2) 

0 0
31 32 0.16e e    
0
33 0.347e    
0 0
24 15 0.138e e    
0 0
15 24 0.16d d    
0
33 0.35d    

 
0 0
31 32 4.4e e    
0
33 18.6e   
0 0
24 15 11.6e e   

 

Dielectric 

(C2·N-1m-2) 

10
11

282.6 10    
10

33
290.3 10    

90
11 11. 12 0    

90
33 12. 16 0    

Stress-temperature 

(N/m2K) 

60
1 1.3 183 0    

60
3 1.7 198 0    

60
1 1.644 10    

60
3 2.226 10    

Thermal 

conductivity 

(W/mK) 

0 0
11 22 5.3k k   
0
33 6.89k   

0 0
11 22 3.672k k   
0
33 4.972k   

Pyroelectric 

(C/m2K) 

60
3 2.9 104p     40

3 2 10p    
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图 2 指数因子对温度的影响 

Fig.2 Influence of exponential factor on temperature 
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（a）电势 

（a）Electric potential  
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（b）电位移 

（b）Electric displacement  

图 3 指数因子对电场的影响 

Fig.3 Influence of exponential factor on electric field 

图 4 为不同指数因子 对应的声子场和相位子

场应力沿半径方向的变化曲线。图 4(a)为在圆柱壳

界面处连续的声子场应力 rr 。和 = -5 对应的 rr
相比， = 5 对应的 rr 最大值更大。此外， = 5

对应的 rr 在靠近内表面处数值最小，在靠近外表面

处数值最大。从图 4(b)可以看到，相位子场应力 rrH

在中间层为 0，因为晶体中不存在相位子场。准晶

层中的 rrH 随着 的增加而增加。 
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（a）声子场应力 



 

（a）Phonon stress 
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（b）相位子场应力 

（b）Phason stress 

图 4 指数因子对声子场和相位子场应力的影响 

Fig.4 Influence of exponential factor on phonon and phason stresses 
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（b）相位子场位移 
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图 5 指数因子对声子场和相位子场位移的影响 

Fig.5 Influence of exponential factor on phonon and phason 

displacements 

图 5 给出指数因子 对声子场和相位子场位移

的影响。图 5(a)显示声子场位移 u 在界面处是连续

的。文中功能梯度材料参数遵循幂函数变化规律，

当指数因子 ＞0 时，功能梯度材料性质呈现渐变

硬化趋势， ＜0 则呈现渐变软化特性。所以层合

圆柱壳内表面 u 随着 增加而变小。同时，u 的大

小还与层合圆柱壳半径有关。因此，不同的指数因

子对应的 u 在最外层出现交点。此外，和 = -5 对

应的 u 相比， = 5 对应的 u 在界面处曲线更光滑。

在图 5(b)中，和 对 u 的影响相比， 对内外表面

处的相位子场位移 rw 的影响较小。 

5  结  论 

本文利用类 Stroh 理论和传递矩阵方法，研究

了一维准晶功能梯度层合圆柱壳的热电弹性耦合问

题，基于材料参数沿径向呈现幂函数分布特点，得

到了简支边界条件下的一维准晶功能梯度层合圆柱

壳的热电弹性精确解。数值算例中讨论了功能梯度

指数因子对温度场、电场、声子场和相位子场的影

响。所得结论如下： 

(1) 指数因子的变化影响层合圆柱壳的材料性 

质分布情况，进而对温度、电势、电位移、声子场

和相位子场应力和位移产生较大的影响。 

(2) 随着指数因子的增加，径向声子场应力增 

大，且最大值出现在层合圆柱壳外层。外层中较大

的应力易于被外层凸面分散，从而提升层合圆柱壳

的承载能力。 

(3) 随着指数因子的增加，层合圆柱壳外表面 

周向声子场位移略有增加，内表面周向声子场位移

减小。此外，周向位移在界面处更为光滑，可有效

减缓层合圆柱壳在界面处出现开裂和分层等现象。 
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