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板中热弹波传播：一种改进的勒让德多项式方法 1） 

王现辉，李方琳，刘宇建，陈会涛，禹建功 2)  

（河南理工大学机械与动力工程学院，焦作 454000）   

摘要 近年来，超声导波因其衰减小，传播距离远和信号覆盖范围广，成为无损检测领域快速发展的方向之一。

然而，基于超声导波的高温在线检测和激光超声技术却发展缓慢，其关键在于热弹耦合波动方程求解难度大、传

播与衰减特性研究困难。作为一种有效的求解方法，勒让德正交多项式方法已广泛应用于导波传播问题，但该方

法在求解热弹导波传播时存在两个不足，限制其进一步的发展和应用。这两个缺陷是：(1)求解过程中大量积分的

存在，致使计算效率低下；(2)仅能处理等热边界条件的热弹导波传播。针对两项不足之处，提出一种改进的勒让

德正交多项式方法，以求解分数阶热弹板中的导波传播。推导求解方法中积分的解析表达式，以提高计算效率；

引入温度梯度展开式，发展适合勒让德多项式级数的绝热边界条件处理方法。与已有文献结果对比表明改进方法

的正确性；与已有方法的计算时间对比说明改进方法的高效性。最后将改进的方法用于求解分数阶热弹板中的导

波传播，研究分数阶次对频散、衰减曲线和应力、位移、温度分布等的影响。 
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THERMOELASTIC WAVE PROPAGATION IN PLATES: AN IMPROVED 

LEGENDRE POLYNOMIAL APPROACH 1) 

Wang Xianhui，Li Fanglin，Liu Yujian，Chen Huitao，Yu Jianong2) 

( School of Mechanical and Power Engineering, Henan Polytechnic University, Jiaozuo 454003, China) 

Abstract：In recent years, the research of thermoelastic coupled wave has greatly promoted the development of 

high temperature online detection and laser ultrasonic technology. For its small attenuation, long propagation 

distance and wide signal coverage, ultrasonic guided wave has become one of the rapid development directions in 

the field of nondestructive testing. However, the development of guided wave high temperature on-line detection 

and laser ultrasonic guided wave technology is slow. The key lies in the difficulty in solving the coupled 

thermoelastic wave equation and the difficulty in studying the propagation and attenuation characteristics. As an 

effective method, Legendre polynomial approach has been widely used to solve the problem of guided wave 

propagation since 1999. But there are two shortcomings in this method, which limit its further development and 

application. Two defects are: (1) Due to the Legendre polynomial and its derivative in integral kernel function, the 

integrals in the solution process leads to low calculation efficiency; (2) Only the thermoelastic guided wave 



 

 

propagation with isothermal boundary conditions can be treated. In order to solve these two defects, an improved 

Legendre polynomial method is proposed to solve the fractional thermoelastic guided waves in plates. The 

analytical integral instead of numerical integration in the available conventional Legendre polynomial approach, 

which greatly improves the calculation efficiency. A new treatment of the adiabatic boundary condition for the 

Legendre polynomial is developed by introducing the temperature gradient expansion based on the rectangular 

window function. Compared with the available data shows the validity of the improved method. Comparison with 

the CPU time between two approaches indicates the higher efficiency of the presented approach. Finally, the phase 

velocity dispersion curves, attenuation curves, the stress, displacement and temperature distributions for a plate 

with different fractional orders are analysed. The fractional order has weak influence on the elastic mode velocity, 

but it has considerable influence on the elastic mode attenuation.    

Key words：guided wave, fractional order thermoelastic model, Legendre orthogonal polynomial method, analytic 

integral, adiabatic boundary condition 

 

引  言 

超声导波检测技术具有高效、低成本的特点，

成为无损检测领域快速发展的方向之一[1-3]。作为一

种有效的导波传播求解方法，勒让德正交多项式方

法直接将边界条件通过矩形窗函数引入控制方程，

简化了边界条件的施加方式；将求解问题的微分方

程转化为特征值方程，直接求得表征导波传播和衰

减的复特征值，具有精确、高效、适用于处理复杂

结构问题等优点。该方法自 1999 年提出之后[4]，快

速应用于各种材料结构，如多层材料[4,5]、圆柱结构
[6-8]、梯度材料[9,10]、热弹梯度材料[11]、磁电弹耦合

问题[12]、压电材料[13]等。在勒让德正交多项式方法

的求解过程中，需要使用勒让德多项式近似位移、

温度等物理场变量。同时，为使该方法可解，需要

进一步让控制方程推导得到的等式左乘相应的勒

让德多项式函数，并对其从结构的一边界向另一边

界进行积分。由于该积分核函数中包含有勒让德多

项式及其导数，使得该积分的计算时间和计算量均

较大。为克服该缺陷，本文基于勒让德多项式的正

交性，推导所有积分的解析表达式，降低计算量，

减少计算时间，提高计算效率。  

随着导波无损检测技术向在线检测方向发展，

高温环境下的导波技术受到了越来越多的重视，高

温下的热弹耦合问题也成为必须要考虑的问题。一

些广义热弹理论，如 LS 理论[14]，GL 理论[15]，GN

理论[16]等被用来处理此类问题。当采用勒让德正交

多项式方法求解这类问题时，温度变量需要采用某

种形式的勒让德多项式近似表达。对于等热边界条

件，仅需在常规勒让德多项式近似的基础上，乘以

z(z-h)项即可[11]。然而，对于其它边界条件的热弹问

题，如绝热边界条件问题，由于缺乏合适的边界条

件处理方法，勒让德正交多项式方法无能为力。为

进一步扩展该方法的应用范围，本文借助于矩形窗

函数，发展一种绝热边界条件处理方法。 

LS 理论作为一种有效的广义热弹理论，近年来

得到了广泛的发展[17-19]。然而，对于很多材料和物

理过程，如热粘弹材料和低温过程等，经典的整数

阶理论难以有效进行求解[14]。幸运的是，分数阶热

弹理论[20-23]的发展为这些问题的解决提供了方案。

在分数阶理论的基础上，Tiwari[24]、Deswal[25]、

Kumar[26,27]对于平面波传播问题进行了研究；许光

映等[28]研究了短脉冲激光加热的温度场及热应力

场的热物理行为；何天虎等[29]基于非局部效应和记

记依赖微分修正的广义热弹性理论，研究了两端固

定、受移动热源作用的有限长热弹杆的动态响应。

然而就作者所知，分数阶热弹理论目前并未应用于

热弹导波传播。在本文中，作者初步将分数阶热弹

理论引入勒让德正交多项式方法，为以后复杂材料

或者物理过程的热弹问题有效求解打下基础。  

综上所述，本文提出一种改进的勒让德多项式
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方法，求解分数阶热弹板中的导波传播。推导求解

方法中积分的解析表达式，提高计算效率；引入温

度梯度表达式，发展适合勒让德多项式级数的绝热

边界条件处理方法。与已有文献结果对比表明改进

方法的正确性；与已有方法的 CPU 计算时间对比

说明改进方法的高效性。最后将改进的方法用于求

解分数阶热弹板中的导波传播，研究分数阶次对频

散、衰减曲线和应力、位移、温度分布等的影响。 

1  改进的勒让德多项式法 

1.1 分数阶热弹板导波传播问题求解 

基于分数阶 LS 热弹理论，热弹导波传播问题

的控制方程可以如下表达： 
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应变和位移关系，以及本构方程表达式如下： 

1
,

2

1
,

2

1
,

2

yx z
xx yz

y x z
yy xz

yxz
zz xy

uu u

x z y

u u u

y z x

uuu

z y x

 

 

 

  
      
         

 
      

                

(2a) 

11 12 13 1

12 22 23 2

13 23 33 3

44

55

66

,

,

,

2 ,

2 ,

2 ,

xx xx yy zz

yy xx yy zz

zz xx yy zz

yz yz

xz xz

xy xy

T C C C T

T C C C T

T C C C T

T C

T C

T C

   

   

   






   

   

   






            (2b) 

其中 u 是位移，T 是温度，Tij 为应力，εij是应变，

Kj 是材料常数，βi 为热胀系数，T0=296K，Ce 为特

定常数，ρ是密度，Cij 是弹性系数，α是分数阶次，

τ0 是松弛时间。 

为求解该问题，必须进行无量纲化[30]： 
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其中： /11Cvx  ， ex CKk /1 。然后，将无

应力边界条件通过矩形窗函数引入公式(2)可得： 






















































































































































x

u

y

u

Cn

C
TT

z
x

u

z

u

C

C
TT

z
y

u

z

u

C

C
TT

zT
z

u

Cn

C

y

u

Cn

C

x

u

C

C
TT

T
z

u

C

C

y

u

C

C

x

u

C

C
TT

T
z

u

C

C

y

u

C

C

x

u
TT

yx
xy

h
zx

xz

h
zy

yz

h
zyx

zz

zyx
yy

zyx
xx

11

66
01

,0
11

55
01

,0
11

44
01

,0
1

3

11

33

11

23

11

13
01

1

2

11

23

11

22

11

12
01

11

13

11

12
01

)(

)(

)(















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其中 
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进一步，假设板内为 x+方向传播的自由谐波，

则位移和温度的表达式可设为： 
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其中，k 为波数，ω 是角频率。在此基础上，将公

式(2-5)带入公式(1)，简化推导过程，并重写为，
控制方程(1)由可转化为下面的方程组： 
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在公式(6)中，和 表示对 z 的一阶和二阶导

数。为求解方程组(6)，可将位移、温度等物理场变

量进行勒让德多项式近似， 
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其中 
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mP , )(i
mp 分别是勒让德多项式及其展开系数，h 为

板的厚度。在等温边界条件中，温度表达式可表达

如下[11]： 
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不同于等温边界条件，绝热边界条件无法通过

一个展开公式进行表达，需再假设温度梯度的表达

式如下： 

     



N

m
mm zQ

dz

d
pzzX

0

5         (8) 

将公式(7)中的温度表达式 X(z)对 z 向求导，其

结果必然要等于公式(8)中的温度梯度表达式，然后

让该等式两边同乘以 Qj(z)，j=0...N，并进行积分，

则可以得到方程组 Hp5=Hp4。易知，p5=p4。 

通过温度及其梯度的表达式，可扩展勒让德多

项式法求解绝热边界条件下的热弹问题。 

将公式(7)和(8)引入方程(6)，方程可转为下面

的矩阵形式： 
2k k  Ap Bp MpCp          (9a) 
2k  Dv Ev Hv               (9b) 

其中 

11
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0

0
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33

 
   
  
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M

M M

M
          

1 3 4 T

m m m   p p p p
           

2
mv p  

Aij，Bij，Cij，Mij，D，E 是将方程(7-8)带入(6)，

并进行积分后形成的矩阵。方程(9a)由方程(6a), (6c)

和(6d)得到，方程(9b)由独立方程(6b)推导求得。 

然而，方程(9)并不具备一般特征值结构形式。

本文引入波数相关特征向量，进行矩阵变换得到特

征值结构形式的方程组。设向量 q=kp，方程(9)可转

化为如下特征方程： 

 1 1 k 

     
           

0 I p p

A M C A B q q
    (10a) 

 1 2k  D H E v v          (10b) 

通过特征值方程组(10)，分数阶热弹导波问题

的特征值和特征向量即可快速得到。 

1.2 解析积分 

   在程序运行过程中，积分所消耗的时间占总

CPU 计算时间的比例可高达 97%以上(见表 2)，因

此有必要通过有效的方法，降低积分计算量，减少

积分时间，提高计算效率。积分解析化是实现该目

标的一种有效手段。本节基于勒让德多项式的正交

性，对程序运行过程中的所有积分进行解析表达。

通过分析，所有积分可归纳为以下 5 种积分： 
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h(t)为 Heaviside 函数。在这 5 种积分中，I1，I4 和

I5 可直接得到： 

 mn
n

I ,
12

2
1 


  

11
5

4

)()1()()1(

)1()1()1()1(














t
mn

t
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tP
dt

d
PtP

dt
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PPPPI
 

为求解 I2 和 I3，参考文献[31]，推导勒让德多

项式导数的展开式，简化推导过程，其结果是： 

     




 




2

1

0
12142

m

l
lmm tPlktP

dt

d  

     




 




2

2

0
222

2

122)1(342)(

m

p
pmm tPpmppmtP

dt

d

   基于这两个表达式，I2 和 I3 可表达为： 

当 m>n, mod(m-n, 2)=1, l=(m-n-1)/2, 

12

)142(2
2 




n

lm
I ， 

其它 I2=0。 

当 m>n+1, mod(m-n, 2)=0, p=(m-n-2)/2,  

   
12

1221342
3 




n

pmppm
I ， 

其它 I3=0。  

基于这 5 个解析积分表达式，可降低算法的计

算量，有效减少计算时间，提高计算效率。 

表 1 材料属性 

Table 1 Material properties 

C11 C13 C33 C44 C55  

574 127 433 119 108  

ρ Ce β1 β3 k1 k2 

3.2 670 3.22 2.71 55.4 43.5 

单 位 : Cij(109N∙m-2), Ce(J∙Kg∙deg∙m-1), ρ(103Kg∙m-3), 

βi(106N∙deg-1∙m-2), ki(W/m∙K) 

2  数值算例 

本节将提供三个算例，第一个算例验证算法和

程序的有效性，第二个算例表明改进算法的计算效

率，第三个算例研究分数阶次的影响。本节中，板

的材料性质和文献[30]一致，如表 1 所示。本文数

值实验所使用软件为 Mathematica，电脑配置 CPU：

Inter core I7-4790，3.6GHz；内存：16G。 

2.1 改进算法的有效性 

由于缺乏分数阶热弹板中导波传播的研究成

果，本文将和整数阶(α=1)的热弹导波频散曲线[30]

进行了对比，如图 1 所示。结果显示由改进的勒让

德多项式法得到的频散曲线和已有结果完全一致，

表明本文的算法和程序是正确有效的。 
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图 1 和已有结果对比 

(a) 文献[30]的结果  (b) 本文结果 

Fig.1 Comparing with the existed result 

(a) Results in Ref.[30]  (b) Our results 

2.2 改进算法的高效性 

在本节中，通过对不同展开阶次勒让德多项式

的 CPU 计算时间进行统计，研究改进方法的计算

效率。传统勒让德正交多项式方法(Conventional 

Legendre Polynomial Approach, CLPA)和本文改进

的勒让德正交多项式方法 (Analytical Integration 

Legendre Polynomial Approach, AILPA) CPU计算时

间(s)分别如表 2 和表 3 所示。表 2 结果表明，已有

方法积分时间占总计算时间的比重最高为 97.8%，

这意味着几乎程序所有的计算时间都用来进行积

分。表 3 结果表明积分时间占总 CPU 计算时间的

比重最高为 17.2%，这意味着仅有不足 1/5 的计算

时间都用来进行积分。表 2 和表 3 的数据对比表明

改进方法计算积分的时间大大减少，致使总体 CPU

计算时间大幅度降低。图 2 为 AILPA 的总计算时

间占 CLPA 的总计算时间的百分比，从图上可知，

当 N=5 时，占比最高，此时为 21.05%，并且随着

展开阶 N 的增加，该占比不断下降。值得注意的是，

在 N=20 时，AILPA 的总计算时间仅为 10.2s，为

CLPA 总计算时间(392.4s)的 2.6%。因此，和 CLPA

相比，改进算法的计算效率得到极大提高。 

表 2 390 频率计算点的 CPU 计算时间(CLPA，秒) 

Table 2 CPU time with 390 frequencies(CLPA, s) 

N 5 10 15 20 

Integral CPU time 4.6 35.5 138.8 383.5

Total CPU time 5.7 38.4 144.5 392.4

Ratio 80.2% 92.5% 96.0% 97.8%

 

表 3 390 频率计算点的 CPU 计算时间(AILPA，秒) 

Table 3 CPU time with 390 frequencies(AILPA, s) 

N 5 10 15 20 

Integral CPU time 0.1 0.4 0.9 1.7 

Total CPU time 1.2 3.2 6.3 10.2 

Ratio 7.8% 13.0% 14.6% 17.2%
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图 2  两种方法 CPU 总时间的比值 

Fig.2 Ratio of two total CPU time 
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图 3  不同分数阶次的相速度曲线 

Fig.3 Phase velocity comparison of different fractional order 
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图 4  不同分数阶的弹波虚部波数对比 
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Fig.4 Comparison of imaginary part wave number of elastic 

wave with different fractional order 

2.3 分数阶的影响 

在本节中，将通过对不同分数阶次的频散曲线

和应力、位移、温度分布进行对比，研究分数阶次

的影响，松弛时间 τ0=1.440e-13s (无量纲 t0=1)。图

3 为不同分数阶次时的相速度曲线，从图中可知，

热波波速大于弹波波速。另外，大部分的相速度曲

线(弹波相速度)在不同的分数阶次下几乎完全相

同，这表明弹波传播受分数阶次的影响较小，这主

要因为在热弹控制方程中，热弹耦合系数较小，仅

为 0.00249，因此温度对弹波的影响也非常小。同

时，图 3 标注的热波曲线随着分数阶有一定的变化，

这表明热波传播受分数阶的影响较大。但是两个热

波相速度在分数阶的影响下，变化趋势并不相同。

对于无截止频率的热波，分数阶 α越小，其相速度

越大。而对于另一热波，当频率较小时，分数阶 α

越大，相速度越大；当频率较大时，分数阶 α越大，

相速度越小。 

由于弹性模态更适合于进行无损检测，因此需

进一步研究分数阶次对弹波衰减的影响。图 4 为不

同分数阶次时弹波波数的虚部值对比。结果显示，

随着分数阶次的变化，弹波波数的虚部值也随着变

化。其中模态 2 和 3 受分数阶的影响较大，且具有

相同的趋势，即分数阶 α越大，波数虚部值越大。

这意味较大的分数阶 α值，在部分弹波模态传播时

具有较大的衰减速度。因此，在使用弹波进行无损

检测时，分数阶对衰减的影响不可忽略。 
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图 5 应力分布 Ω=1  

Fig.5 Displacement distribution with Ω=1 
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图 6 应力分布 Ω=1  

Fig.6 Stress distribution with Ω=1 

0 0.5 1
0

0.5

1x 10
-4
T of elastic mode 1

0 0.5 1
0

1

2x 10
-4

T
z
 of elastic mode 1

0 0.5 1
1

1.5

2x 10
-3T of elastic mode 2

0 0.5 1
0

2

4x 10
-6

T
z
 of elastic mode 2

0 0.5 1
0.4

0.45

0.5

T of thermal mode

0 0.5 1
0

3

6x 10
-5

T
z
 of thermal mode

 

图 7 温度及其梯度分布 Ω=1 

Fig.7 Temperature and its gradient distribution with Ω=1 

图 5-7 分别给出了位移(uj)、应力(Tij)和温度(T)

及温度梯度(Tz)分布的情况，其中      表示 α=0.2， 

     表示 α=0.5，     表示 α=0.8。从 3 幅图上可

知，(1)分数阶 α影响位移、应力和温度的分布；(2)

分数阶 α影响所有模态的温度分布，但仅有热波的

位移和应力受到分数阶 α的影响较大；(3) z 向应力

和温度梯度分布曲线均是从 0 到 0，这进一步表明

了程序的正确性。另外，温度梯度分布曲线从 0 到

0 说明绝热边界条件处理方法的正确性。 

3  结  论 

针对勒让德正交多项式方法求解热弹导波传播

时存在的两个不足之处，本文提出一种改进的勒让

德正交多项式方法，以求解分数阶热弹板中的导波

传播。本文主要创新点是：(1)采用解析积分代替原

有的数值积分，极大提高了算法的计算效率。该积

分表达式可推广至压电材料、圆柱等均匀结构；(2)

发展一种适用于勒让德多项式级数的绝热边界条件

处理方法，扩展了原有算法的求解范围；(3)将改进

的方法应用于分数阶热弹板，研究分数阶次对频散、

衰减曲线和位移、应力、温度分布等的影响。主要

研究结论如下： 
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(1) 分数阶 α对热波相速度具有较大的影响，但

对弹波的相速度影响较小。然而，分数阶对弹波衰

减具有一定的影响； 

(2) 分数阶 α影响所有模态的温度分布，但仅热

波的位移和应力受分数阶 α的影响较大。 
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