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边坡稳定分析的虚功率法1)
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摘要 基于有限元计算所得应力场的改进极限平衡法,对渗流与有效应力耦合作用强烈的边坡或地基的稳定性

分析具有优势. 本文提出了边坡稳定分析的虚功率法,即基于极限分析的上限定理,利用机动许可的组合刚体滑

动机构和有限元应力场,用滑动机构的速度间断面上的抗滑力功率与滑动力功率的比值计算安全系数. 通过分

步优化方法,获得边坡给定滑动机制的稳定安全系数. 对 2个典型折线滑动机构的边坡案例进行了分析,比较了

采用静力平衡应力场和静力许可应力场对安全系数的影响.指出基于土体线弹性本构模型所得的有效应力场计

算的稳定安全系数,也是边坡稳定安全性的一个不错的度量. 算例中本文计算所得的边坡稳定安全系数,与文献

中推荐的答案很接近,其滑动机制与有限元强度折减法分析所得的滑动机制基本一致,安全系数也接近,表明本

文提出的方法是合理的边坡稳定分析新方法,为边坡和地基的稳定性分析提供了新的选择.
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Abstract The improved limit equilibrium method, which bases on the finite element stress field to analyze the stability of

a slope, has an advantage in the analysis of the stability of a slope or a foundation with complex geological composition

and strong coupling effect of seepage and effective stresses. In this paper, a virtual power method for slope stability

analysis is proposed. The safety factor is calculated by using the ratio of anti-slip power to sliding power on the velocity

discontinuities of the sliding mechanism by using the permissible velocity field for maneuvering of the combined rigid

body sliding mechanism and the finite element stress field. The stability safety factor of a given sliding mechanism of

the slope is obtained by the method of a step by step optimization strategy. Two typical sliding slope cases with weak

interlayers are analyzed, including the comparison of the influence to the safety factor results of the stress fields whether

static equilibrium only or also hydrostatic allowable. The safety factor in virtual power safety factor method based on
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linear elastic effective stress field is still a good measure to the stability of a slope even if it is not the best while the stress

field is not static permissible. Slope safety factors calculated here are very close to the reference answers in the literature,

the sliding mechanisms are consistent with and the safety coefficients are close to that of by the strength reduction finite

element method. These show that the proposed method is reasonable. The proposed method is an alternative for the

stability analysis of slopes and foundations.

Key words slope stability, finite element method, virtual power method, upper bound theorem

引 言

边坡稳定是岩土工程中的基本问题. 由于大量

自然和工程边坡的稳定安全裕度不大, 近百年来岩

土力学研究者与岩土工程师们持续不断地努力发展

边坡稳定分析方法, 以提高边坡稳定分析的准确性

和便利性. 边坡稳定分析方法可以分成刚体极限平

衡法、有限元极限分析法、基于有限元应力计算的

改进极限平衡法和极限分析法等.

极限平衡法通常也称作条分法, 将沿某一具有

滑动可能的面上部的土体, 切成若干有限宽度的竖

条或斜条,把土条当成刚体,根据静力平衡条件求得

滑动面上的滑动力和抗滑力, 并以此为基础确定边

坡的稳定安全系数. 条分法是评估给定滑动面安全

性的有力方法. 最初出现的极限平衡法一般仅满足

土条的力和力矩平衡中的部分条件. 如最早出现的

瑞典条分法 [1]仅满足力矩平衡但不满足力平衡、简

化 Bishop法 [2]不满足水平力的平衡、Janbu简化法 [3]

不满足力矩平衡. 这些方法的滑动面为圆弧,无需迭

代就能求得安全系数. 因其简便,目前仍被岩土工程

师所采用. 滑动面可以为任意形状且同时满足所有

土条的力和力矩平衡的方法称为严格的极限平衡法.

严格的极限平衡法中, 基于摩尔库伦抗剪强度理论,

对所有土体的强度除以同一个折减系数,使每个土条

底部的剪应力与抗剪强度达到相等的临界状态,折减

系数即为给定滑动面的安全系数. 严格的极限平衡

法求解的是静不定问题 [4],需要增加额外的假定. 一

般假定土条底部的法向力位于土条底部中点、且假

定土条间法向力的作用位置或土条间作用力的方向

后,变成方程比未知量多 1个的超静定问题,安全系

数需要迭代求解. 基于不同的条间力的假定,严格的

极限平衡法有十多个,如 Spencer法 [5]、Morgenstern-

Price法 [6]、一般极限平衡法 (GLE)、Sarma法 [7], Janbu

精确法. 由于条间力的假定不同,不同的严格极限平

衡法的计算结果存在差异, 差异的大小与边坡情况

和所给定的滑动面位置有关 [8]. 严格的极限平衡法,

尚存在以下问题: (1)复杂的情况下难以找到比较符

合实际的最危险滑动面; (2)求解的土条间的作用力

为合力,渗流影响仅能通过浸润线位置反映,土条间

的作用力一般也不满足摩尔库伦强度准则,因而,对

于复杂渗流场和多层土边坡情况, 边坡稳定安全性

评估结果往往与实际差异较大.

有限元极限分析法分为载荷增加法 [8]和强度折

减法 [9-13],基于材料的弹塑性本构关系,直接采用有

限元求解边坡处于塑性极限状态时的载荷或材料强

度折减系数. 此两方法并无实质差别.在边坡稳定分

析中因强度折减法在已有的程序上实施更简单而普

遍采用. 1975年, Zienkiewicz等 [10] 在研究土力学中

的相关联流动法则与非相关联流动法则的文章中,在

算例部分用有限元法分析了一个均匀边坡的稳定性,

发现强度折减系数的倒数与极限平衡法计算的安全

系数非常接近. Matsui 等 [11] 采用 Zienkiewicz 等 [10]

的方法分析多个边坡的稳定性, 并把该方法正式命

名为强度折减法. Griffiths等 [12] 详细论述了如何将

强度折减法与理想弹塑性有限元法结合分析边坡的

稳定性, 并通过大量算例分析及与极限平衡法结果

比较,说明有限元强度折减法的有效性. 有限元强度

折减法中安全系数大小与采用的岩土材料屈服准则

密切相关 [13]. 传统的极限平衡法采用摩尔−库仑准
则,但是由于摩尔−库仑准则的屈服面是截面为不规
则的六角形的角锥体表面,存在尖顶和菱角,给数值

计算带来困难. 一些商业软件采用广义米赛斯准则,

或摩尔−库伦的外接圆屈服面. 这些与传统的摩尔

−库伦准则的计算结果存在较大差异 [13]. 徐干成和

郑颖人 [14] 提出的等面积圆屈服面用于强度折减法

计算边坡的稳定安全系数,与 Spencer法计算的误差

在 5%左右 [13],表明采用合适的本构模型,强度折减

法不但可以找到最危险滑动面位置, 还能定量地计

算稳定安全系数. 强度折减法中一般采用计算不收

敛作为边坡临界的判据 [15],由于有限元弹塑性迭代
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计算的复杂性, 计算结果与软件本身的弹塑性迭代

算法关系较大.笔者发现利用 ABAQUS(版本 6.14-1)

软件采用摩尔−库伦模型对复杂的边坡进行计算时,

甚至得不到收敛的安全系数结果; 对于简单边坡浅

表层滑动机制,也得不到合理的安全系数,如找不到

坡角为 30◦ 单一砂土 (无凝聚力)边坡正确的塑性极

限状态. 虽然强度折减法是边坡稳定分析的强有力

的工具, 在国内土质边坡和岩质边坡的稳定性中也

有较多的应用, 但强度折减法所得的安全系数至今

仍尚未被国内相关规范所采用. 另外,该方法对最危

险滑动面以外的其他潜在滑动面的安全系数也难以

分析.

极限分析用于边坡稳定分析, 是 Drucker 和

Prager (1952) 首先完成的. 他们用满足平衡条件且

在任意一点都不违背屈服准则的假想应力场, 确定

了破坏载荷的下限. 上限是通过一个与流动法则相

容的速度场,利用虚功原理,即外力的虚功率等于或

大于内部的能量耗损率 [16]. 陈惠发介绍了利用上限

法求解直线、圆弧和对数螺线滑动面的边坡稳定极

限分析方法 [16]. 极限分析法与条分法 (包括垂直条

分法和斜条分法) 相结合, 通过求解虚功方程, 可获

得给定组合刚体滑动机制的边坡稳定安全系数. 并

通过优化方法, 求得临界的刚体组合滑动机制和最

小上限安全系数 [17].条分法由于其固有的弱点,难以

适应复杂的地质情况和复杂的渗流与变形耦合作用

问题.极限分析与刚体有限元法结合的方法,也得到

了很大发展. 系统的塑性变形内能耗散仅发生在单

元间的界面上,故此类方法的计算网格,需要适应滑

动面的形状, 在优化过程中需要进行自适应网格重

构 [18],大大增加了程序算法的难度.极限分析法还存

在难以考虑复杂的渗流应力耦合相互作用的局限性.

有限元方法求解边坡的应力场, 可以考虑任意

复杂的地质组成和渗流变形耦合情况. 将有限元应

力结果与极限平衡法分析的概念结合起来的方法,称

为改进的极限平衡法 [19]. Kulhawy [20] 1969年提出的

改进极限平衡法用一个独立的程序求出应力场后,通

过插值的方法获得滑动面上点的应力状态,再用滑面

上抗剪强度的代数和与剪切力的代数和之商计算稳

定安全系数,能求解复杂地质和复杂渗流变形耦合情

况下边坡的稳定性. 这一方法对于圆弧滑动,由于滑

弧上每一点切向力对于圆心的力臂均相同,实际上这

抗滑力与滑动力在滑面上的代数和之比等于抗滑力

矩与滑动力矩之比,因而是合理的. 而对于非圆弧和

非直线滑动面,力的代数和概念不清,存在问题.对于

任意滑动面,刘艳章等 [21] 将滑面上法向力和抗剪强

度的合力定义为抗滑力矢,并将整个滑面上抗滑力矢

的和方向定义为主滑动方向,提出采用给定滑动面上

总抗滑力矢在主滑动方向上投影的代数和与总下滑

力矢在此方向上投影代数和的比值定义安全系数,进

行了若干工程应用研究.然而,该方法对于圆弧滑动

机制, 其安全系数与常规极限平衡方法显然不一致.

对于实际发生的圆弧与折线组合式滑动或多段折线

组合式滑动,其主滑面方向的物理含义也不明确,因

而,该方法所求出的安全系数的物理意义不明确.

本文假定边坡的滑动机制为组合刚体滑动,基于

有限元应力场与运动许可的组合刚体速度场,依据虚

功原理,提出了边坡稳定安全系数计算的新方法,探

讨了该方法所基于的有效应力场是否需要满足静力

许可的问题, 并在典型算例中与其他极限平衡方法

分析结果进行了对比.

1 边坡稳定分析的虚功率法理论

极限分析法通过计算静力许可的应力场或机动

容许的速度场,根据虚功原理来计算极限载荷.上限

定理可表述为: 与机动容许速度场对应的外载荷不

小于真实的极限载荷. 物体所能承受的最大外载荷,

与极限状态下虚速度作用下物体内部的虚功率成正

比. 虚应变能可以作为表征物体承载力的单一指标.

下面根据边坡在机动容许的虚速度场下的虚功率来

定义和计算安全系数.

1.1 安全系数的定义与计算

非单一圆弧或非单一直线滑动面,包括折线、非

圆弧曲线、线段与圆弧的组合等,统称为组合式滑动

面. 如果将滑体作为刚体,则不存在沿着组合式滑动

面的机动容许的速度场的单一刚体,因此,组合式滑

动面上的边坡体是刚体的组合.图 1是与斜条分极限

分析法 [17] 中相同的滑动机制,边坡被几个速度间断

面分割成若干刚体.速度间断面可以为圆弧、直线或

对数螺线.图中 ABCDEF折线称为底滑面或主滑面,

A, B, C, D, E, F 为主滑点, 2个端点 A, F 称为坡面主

滑点,其他主滑点称为内部主滑点, BB1 和 CC1 等称

为内部错动面或次滑面, B1 和 C1 等称为次滑点. 下

文所称的滑动面,包括主滑面和次滑面.
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图 1

Fig. 1

边坡滑动时,滑面上存在相对速度.滑动体总的

功率等于滑动面上的功率和,可以表示为

P =
∫
Γ

vτ cos ϕdΓ +
∫
Γ

vσn sin ϕdΓ (1)

其中, P为功率, τ和 σn 分别为滑动面上的剪应力和

正应力; v 为滑动面上的相对速度; ϕ 为运动速度与

间断面之间的夹角,因剪胀而引起,又称之为剪胀角,

不同滑动面上的剪胀角可以不相同; Γ为所有速度间

断面.

边坡的滑动临界状态通过抗剪强度的折减达到.

刚体极限平衡法和有限元强度折减法都用临界状态

时的强度折减系数的倒数作为安全系数. 假定边坡

速度间断面上的正应力不受土体抗剪强度折减的影

响, 临界状态时滑动面上的虚功率与强度未折减时

依据有限元计算所得应力场的间断面上的总虚功率

相等,设安全系数为 F,则∫
Γ

vτ cos ϕdΓ +
∫
Γ

vσn sin ϕdΓ =∫
Γ

v(τf/F) cos ϕdΓ +
∫
Γ

vσn sin ϕdΓ (2)

其中 τf 为滑面上的抗剪强度, 采用摩尔库伦强度

准则

τf = c + σn tanφ (3)

其中 c为凝聚力, φ为内摩擦角.

由式 (2) 可以得到给定组合刚体边坡的滑动安

全系数 F的显式表达为

F =

∫
Γ

vτf cos ϕdΓ∫
Γ

vτ cos ϕdΓ
(4)

上式即安全系数等于滑动面上总的抗剪强度功

率与总的剪应力功率之比. 分子和分母均是标量求

和,物理含义明确.

虚功率法基于机动容许的速度场和有限元应力

场,所得的安全系数是给定滑动机制的上限解.边坡

稳定分析中边坡的应力计算是一个独立的步骤, 因

而可以不受限制地采用独立的有限元分析法获得任

意复杂地质情况与耦合情况下的有效应力应力场.

速度间断面的位置可以通过分步优化的方法来

确定,以获得最危险滑动机制.求边坡给定底滑面的

稳定安全系数, 是内部错动面的位置经过优化后所

得的最小安全系数. 而整个边坡的安全系数,则是所

有可能的主滑面中,安全系数最小的那个.

1.2 滑动面上剪切力与抗剪强度的计算

二维有限元网格将滑动面分割为若干线段 (或

弧段),可以首先计算滑动面上与有限元网格的交点,

找出这些线段及其所在的单元. 依据有限元计算所

得的每个单元的高斯点应力, 通过等参逆变换插值

法求出每个单元的节点应力. 滑动面上任意一点的

应力可以通过单元的节点应力插值计算,即

σi j = σ
node
i jJ NJ (5)

式中, σi j 为所求点处的应力张量,下标 i, j表示笛卡

尔坐标系空间坐标轴; NJ 为计算点关于节点 J 的形

函数; σnode
i jJ 为单元内节点编号为 J处的应力张量.

滑面积分点上的应力向量 Ti可由下式计算

Ti = σi jn j (6)

式中, n j 表示滑面积分点处法线方向在整体坐标中

的方向向量.法向应力和剪应力分别为

σn = Tini (7)
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τ = Tili (8)

其中 li 为切向方向向量. 滑动面高斯积分点的抗剪

强度采用摩尔库伦公式 (3)计算.

1.3 边坡组合滑动机制与速度场

在有限元计算获得边坡的应力场以后, 通过构

造组合刚体机动容许的速度场, 就可以计算得到给

定滑动机制下的安全系数. 如图 1 所示的组合刚体

滑动机制, 主滑面是 A, B, C, D, E, F 点构成的 5 段

折线.主滑面也可以由折线、圆弧 (剪胀角为 0)和对

数螺线 (剪胀角不为 0)构成. 图中 AB, BC, CD, DE,

EF, BB1, CC1, DD1, EE1 为速度间断面. 速度间断面

上的运动方向与间断面成 ϕ 角 (剪胀角), 不考虑剪

胀时 ϕ = 0.设第一个滑入段的速度为单位速度 1,根

据速度三角形可以求出各间断面上的速度.如图 1(b)

所示,速度向量构成的速度三角形 ABC中,滑面上的

相对速度的方向与 x轴正方向的夹角等于滑动面的

方向角加上 (或减去)一个剪胀角. 可以计算出速度

三角形的 3个内角, ∠A, ∠B和 ∠C.根据三角形边角关

系定理,可得

V1

sin ∠B
=

V2

sin ∠C
=

V12

sin ∠A
(9)

1.4 安全系数的计算与优化方法简介

根据滑面上的力和速度, 求得每一条速度间断

面上的滑动力功率和抗滑力功率后,依据式 (4)即可

计算得到给定滑动机制的边坡稳定安全系数.

寻找临界滑动面的优化方法是多变量优化问题.

虚功率法中的优化变量包括所有主滑点和次滑点的

位置. 多变量优化中变量越多, 优化难度越大. 采取

分步优化的方法可降低难度.分成 3层嵌套: 最内层

是主滑点不动次滑点优化; 次内层是坡面主滑点不

动内部主滑点优化.

最内层次滑面位置优化也是一个多变量优化问

题.对次滑点位置可以采用多轮单变量顺序优化,将

多变量优化问题,化简为多次单变量优化问题.次内

层内部主滑点位置的优化也是多变量优化问题.可以

按照文献 [19]提出的下降差分方法和收敛准则,采用

梯度法准确找到极小值位置.对于位于软弱结构面上

的内部点,可以规定只沿着结构面移动,对于其他情

况,可以沿着次滑面方向移动.最外层坡面主滑点的

位置沿着坡面线移动,其优化是 2变量优化问题,与

内部主滑点优化方法相同.

2 边坡稳定安全系数计算检验

作者开发的 LinkFEA-Slope 程序将以上理论方

法纳入其中, 程序具有基于有限元有效应力计算给

定圆弧或折线组合式滑动面安全系数的功能, 并采

用梯度法优化寻找最危险滑动面.

1987年 Donald教授和 Giam博士主持了澳大利

亚计算机协会 (ACADS)对澳大利亚所使用的边坡稳

定分析程序进行了调查研究.共设计了 5个考题总计

10 个小题, 向 120 个单位发出测试邀请, 28 个单位

发回了计算答案. Donald教授也使用自编的 GWED-

WEM和 EMU程序分析了考题,并请以色列 Baker教

授用 SSA程序、中国的陈祖煜教授用 STAB程序和

加拿大的 Fredlund教授提供裁判答案.最终综合各单

位提供的答案、裁判答案和 Donald教授的计算结果

给出了推荐答案.其中的第 3题 (EX3)的第 2小题和

第 4题 (EX4)是测试非圆弧滑动的,用来检验本文理

论方法的合理性.

2.1 算例介绍

EX3考题的边坡几何剖面和有限元网格见图 2.

材料参数见表 1. 地下水位位于软弱夹层 (2#土) 底

部,地下水位以上孔压为零. 第 1问为圆弧或折线滑

动面的最小安全系数 (EX3-1),第二问为计算指定的

折线滑动面 ABCD(控制点坐标如表 2) 的安全系数

(EX3-2).

(20, 27)
(20, 27.75)

(20, 26.5)

(20, 20)

(43, 27.75)

(67.5, 40) (84, 40)

(84, 27)

(84, 26.5)

(84, 20)

soil 1

soil 1

soil 2

Y

XZ

图 2 EX3边坡几何剖面及指定的折线滑动面与有限元网格

Fig. 2 Slope geometry, the specified polygonal sliding surface and

the finite element mesh in EX3
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表 1 EX3材料参数

Table 1 Material parameters in EX3

Soil c/(kN·m−2) φ/(◦) γ/(kN·m−3) E/(kN·m−2) v

1 28.5 20 18.84 6.0× 104 0.25

2 0.0 10 18.84 2.0× 103 0.25

表 2 EX3指定折线滑动面控制点

Table 2 Control points of the specified polyline sliding surface

Point D C B A

X 41.85 44.00 63.50 73.31

Y 27.75 26.50 27.00 40.00

考题 EX4的边坡如图 3所示, 坡面上作用有竖

向载荷、坡内有软弱夹层和地下水.边坡材料参数见

表 3, 浸润线描述见表 4. 要求确定临界滑动面和计

算相应最小安全系数.

(20, 27.75)
(43, 27.75)

(67.5, 40) (84, 40)

(84, 15)

(84, 36.8)

(84, 36.2)

(20, 18.88)
(20, 18.28)

(20, 15)

1 2
3

4
5

6 7 8

soil 1 soil 2

soil 1

phreatic line

20 kN/m2

20 kN/m2 40 kN/m2

Y

X
Z

图 3 EX4边坡剖面及载荷情况及有限元网格

Fig. 3 Slope profile, load condition and the finite element mesh in EX4

表 3 EX4材料参数

Table 3 Material parameters in EX4

Soil c/(kN·m−2) φ/(◦) γ/(kN·m−3) E/(kN·m−2) v

1 28.5 20 18.84 6.0× 104 0.25

2 0.0 10 18.84 2.0× 103 0.25

表 4 EX4浸润线坐标

Table 4 Phreatic line position in EX4

Point 1 2 3 4 5 6 7

X 20 43 49 60 66 74 80

Y 27.75 27.75 29.8 34 35.8 37.6 38.4

2.2 应力场计算条件

应力场采用ABAQUS(版本 6.14)计算.采用四边

形孔压−应力耦合单元 (CPE4P).首先约束所有节点

的位移,求出稳定渗流场,然后将负孔压节点的孔压

修改为 0后,节点孔压作为已知条件,采用线弹性本

构模型求解有效应力场.

EX3 的渗流场比较简单, 是浸润线位于弱夹层

底部, 该部位以下孔隙水压力为静水压力, 其上为 0

孔隙水压力. EX4原题只提供了浸润线,而有限元应

力计算必须要有节点孔隙水压力. 有限元渗流计算

中夹层的渗透系数取 1#土渗透系数的 50倍,右边界

取水面高程 38.4 m 的等水头边界条件, 左边界及台

地地表取 27.75 m 水头边界, 斜坡取透水边界条件,

所得边坡渗流场浸润线与等孔压线如图 4 所示, 图

中可见浸润线位置与原题所给有一定差异.

20

40

35

30

25
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30 40

40 000
80 000

120 000
160 000

200 000

50

POR/Pa

phretic line

phretic line in Ref.[20]

60

0

70 80

m

m

图 4 EX4边坡浸润线与等孔压线

Fig. 4 The phreatic line and pressure contour in EX4

2.3 安全系数结果与文献结果的比较

应力场基于线弹性参数计算结果的 EX3-2 与

EX4的安全系数结果与文献中给出的裁判答案列于

表 5.

表 5 算例安全系数结果比较

Table 5 Comparison of safety coefficient results of examples

Program/provider EX3-2 EX4

GWEDGEM 1.34 0.78

EMU 1.34 0.78

SSA 1.37 0.65

STAB 1.255 0.746

fredlund 1.261 0.63

reference answer 1.34 0.78

this paper 1.360 0.703
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文献中 29个提交的答案 (同一研究者依据不同

极限平衡方法提交多个答案)EX3-2安全系数平均值

为 1.292,标准差 (均方差)为 0.064,推荐答案为 1.340.

本文 EX3-2中给定折线滑动面的安全系数 1.360,比

推荐答案大 1.5%,介于裁判答案之间. EX4文献中 19

个提交答案的平均安全系数为 0.817, 标准差 0.223,

推荐的裁判答案为 0.78 [23]. 本文 EX3给定折线主滑

动面、优化次滑面位置的安全系数如图 5所示; EX4

的初始和优化后的折线主滑面折点坐标如表 6. EX4

折线滑动面如图 6, B点次滑面方位角 127.0◦, C点次

滑面方位角 75.4◦. 安全系数 0.703,介于裁判答案之

间,比推荐答案小 9.9%. 2个含有软弱夹层的算例计

算结果都介于裁判答案之间,与推荐答案接近,表明

虚功率法对于折线组合式滑动方案的研究结果合理.

soil 1
polyline bottom slip surface

interal sliding surface

soil 1

soil 2

B1

C1D

C

B

A

图 5 EX3滑动面的位置

Fig. 5 Position of the sliding surface in EX3

表 6 EX4滑动面初始点与最优点 (括号中)坐标

Table 6 Coordinates of initial and optimum (in parentheses)
points on the sliding surface

Point D C B A

X 41.85 44.00 63.50 73.31

(39.62) (45.20) (76.61) (79.65)

Y 27.75 25.6 30.46 40.00

(27.75) (25.94) (34.13) (40.00)

soil 1

soil 1

polyline bottom slip surface

interal sliding surface

soil 2

B1

C1

D

C

B

A

图 6 EX4优化后的滑动面位置

Fig. 6 The optical sliding surface position in EX4

采用 ABAQUS(版本 6.14)软件中的强度折减法,

本构模型采用 M-C模型,单元类型采用 2次三角形

单元,取不同的网格密度分别计算 EX3与 EX4的稳

定安全系数, 发现塑性区图所显示的滑动机制基本

一致,而网格越密,安全系数越小. 0.1 m边长网格模

型计算所得的塑性区与稳定安全系数如图 7所示,安

全系数分别为 1.261和 0.785(网格边长 1.0 m的模型

安全系数分别为 1.285和 0.810). 虚功率法应力计算

的网格尺度大于 1.0 m.对比来看,虚功率法的速度间

断面位置与有限元强度折减法所得的结果基本一致.

而安全系数结果算例 EX3基本一致, EX4小约 10%.

(a) EX3

+5.00e-001
+4.58e-001
+4.17e-001
+3.75e-001
+3.33e-001
+2.92e-001
+2.50e-001
+2.08e-001
+1.67e-001
+1.25e-001
+8.33e-002
+4.17e-002
+0.00e+000

+4.44e-001

+4.07e-001

+3.70e-001

+3.33e-001

+2.96e-001

+2.59e-001

+2.22e-001

+1.85e-001

+1.48e-001

+1.11e-001

+7.40e-002

+3.70e-002

+3.85e-006

PLANE STRAIN STRAIN

E-EQUIVALENT, None

PLANE STRAIN STRAIN

E-EQUIVALENT, None

(b) EX4

Fs = 1.261

Fs = 0.785

图 7 强度折减法计算塑性区与安全系数

Fig. 7 The plastic zone and safety factor calculated by

strength reduction method

2.4 稳定安全计算方法讨论

依据极限分析的下限定理, 有限元强度折减法

的应力场是静力许可的, 极限状态所对应的外载荷

小于真实的极限承载力, 其安全系数结果理论上是

一个下限值. 由于非线性迭代的收敛性和网格密度

的影响, 计算所得的极限状态时的应力场并不能处

处满足静力许可.且由于塑性应变是局部化的,因而

一般需要采用细密网格和二次单元才能得到比较准

确的结果 (一次单元对网格密度要求更高). 网格越

细密,程序的非线性功能越好,计算结果越接近这个

下限值. 其缺点之一是要求程序具有强大的非线性

计算能力, 这种能力往往在地质和渗流变形耦合情

况下难以达到;其二是需要细密的网格,对于复杂的

工程问题计算规模往往过大而成本过高, 甚至计算
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任务难以完成. 笔者还未见采用商业软件用强度折

减法求渗流与变形双向耦合情况下的稳定安全系数

的工程案例介绍.

极限平衡法对于同一土条内包含多种土层的情

况误差较大,且难以考虑复杂的渗流性状,尤其是难

以考虑渗流应力强耦合相互作用的情况. 而基于有

限元应力计算的改进极限平衡法对于复杂滑动面安

全系数计算又存在明显的理论缺陷.

虚功率法应力场计算独立于后续的稳定性分析,

采用有限元法完成, 复杂的地质和渗流应力耦合作

用由有限元完成,因而不受限制.应力计算一次完成,

因而速度间断面位置优化的效率也远远高于极限平

衡法. 复杂滑动机制又继承了极限分析上限法的优

点, 因而对于解决地质条件和渗流应力耦合作用问

题有显著的优点. 与有限元强度折减法相比,一方面

应力计算时对于材料非线性迭代计算的性能要求较

低,另一方面对于网格密度要求较低 (不需要依靠计

算形成塑性应变连通区得到稳定安全系数). 计算的

效率较高.

虚功率法安全系数计算公式来源于极限分析的

上限法,其结果是一个上限解.结果与实际的接近程

度,取决于假定的滑动机制的合理性及滑动机制的优

化效果.当然,对于边坡稳定安全系数接近或小于 1.0

的情况,线弹性模型计算所得的应力场仅满足静力平

衡,违反静力许可的区域较大,安全系数计算的结果

与实际值差异相对较大.对于实际安全系数小于 1.0

的情况,是不存在静力许可的应力场的. 而对于安全

裕度不大的边坡,通过采用弹塑性模型,或对违反强

度准则的单元,进行应力迁移等非线性迭代计算,减

小违反静力许可的区域、降低单元区域应力超过破

坏面的程度,则安全系数结果会更接近于实际.

2.5 应力场结果差异对安全系数的影响

边坡的有限元应力场计算结果, 受土的本构模

型及其参数影响. 基于以下条件的计算获得 EX3算

例 4个应力场结果: (1)线弹性模型和如表 1中的参

数 (A); (2)线弹性模型且 2#土也取表 1中 1#土的参

数 (B); (3)摩尔库伦弹塑性模型和表 1中的参数 (C);

(4)摩尔库伦模型且强度除以 1.25折减 (D).

基于不同的应力场, 计算了 EX3 给定滑动面位

置的安全系数、也计算了最危险圆弧滑动面的安全

系数,滑动面位置如图 5所示.对于给定的主滑面,次

滑面位置优化后方位角如表 7. BB1方位角最大差异

1.5◦, CC1方位角最大差异 4.2◦,优化后不同应力场的

次滑面位置存在一定差异但差异不太大.

表 7 EX3-2应力条件与最优次滑面方位角

Table 7 Stress condition and azimuth angle of
optimal subslip surfaces

Model condition A B C D

BB1 116.8◦ 117.9◦ 117.1◦ 118.3◦

CC1 69.1◦ 73.2◦ 69.1◦ 73.1◦

给定折线主滑面的安全系数和圆弧滑动面最小

安全系数结果比较分别如表 8和表 9.折线滑动面安

全系数介于 1.333∼1.367之间, 最大差异 0.034, 相对

于 A条件的幅度为 −2.0%. 本例对于圆弧滑动, A应

力条件下, 最危险圆弧位置如图 6, 滑入、滑出和圆

心点的坐标分别为 (72.45,40)、(42.54, 27.75)、(50.35,

51.32). 不同应力条件下圆弧滑动安全系数最大差异

幅度为 0.9%. 可见本例中本构模型和参数造成的应

力场差异对安全系数的影响很小.

表 8 应力条件与折线滑动面安全系数
Table 8 Stress condition and safety factor of

polyline sliding surface

Model condition A B C D

safety factor 1.360 1.348 1.333 1.367

relative error — −0.9% −2.0% 0.5%

表 9 应力条件与临界圆弧滑动面安全系数
Table 9 Stress condition and safety factor of

polyline sliding surface

Model condition A B C D

safety factor 1.484 1.482 1.470 1.481

relative error — −0.1% −0.9% −0.2%

弹性模型计算得到的应力场均满足静力平衡,

但不一定满足静力许可; 弹塑性模型计算所得的应

力场, 既满足静力平衡, 也基本满足静力许可. 应力

条件不同, 虚功率法计算得到的安全系数结果存在

差异. 根据最小值原理, 一个机构的极限承载力, 不

低于任意一个同时满足静力平衡和静力许可的应力

极限状态所对应的外载荷.因此对于应力场既满足静

力平衡,又满足静力许可的边坡,无疑是稳定的,其安

全系数不低于 1. 即使是稳定的边坡,当安全裕度不

高时,无论是采用什么样的本构模型,有限元应力计

算时常常存在高斯点应力超过其抗拉和抗剪强度的



第 3 期 吴梦喜等: 边坡稳定分析的虚功率法 671

情况, 而要通过弹塑性迭代或应力迁移迭代使应力

结果满足强度准则,则往往是十分困难的. 边坡稳定

安全系数小于 1.0的情况下,根本就不存在静力许可

的应力场. 要进行强度折减 (提高)后才能获取静力

许可的应力场. 因此,对于安全系数计算所依据的应

力场, 仅要求静力平衡而不要求静力许可一般还是

合理的. 采用虚功率法,依据静力平衡的应力场计算

所得的稳定安全系数是边坡稳定性较好的度量.

3 结论和展望

本文提出了边坡稳定安全性计算的虚功率法理

论和实施方法, 在 2 个典型折线滑动边坡算例中进

行了检验. 并探讨了应力场静力平衡与静力许可条

件对安全系数结果的影响.得出以下结论:

(1)虚功率法用边坡组合刚体滑动机动许可的速

度间断面上抗滑力功率与滑动力功率之比计算安全

系数, 解决了改进的极限平衡法中对于复杂滑动面

安全系数计算公式物理含义不清晰的问题;

(2) 采用分步优化方法对组合滑动机制的速度

间断面的位置优化, 能较容易准确确定最危险滑动

机制;

(3)虚功率法的应力计算独立于安全系数的计算

与优化过程,因而能考虑复杂的地质和渗流与应力耦

合作用情况;

(4)采用静力许可的应力场,安全系数结果更接

近实际,静力平衡的应力场,其稳定安全性计算结果,

也是边坡稳定性的一个不错的度量.

虚功率法是为适应水电站库岸堆积体高边坡和

复杂软弱水工构筑物地基的稳定性分析提出的新的

稳定分析方法. 包含该方法的分析软件 LinkFEA-

Slope 软件已经用于澜沧江如美和金沙江拉哇 2 个

重大水电站工程的库岸堆积体边坡、碎裂卸荷岩体

边坡或深厚软弱覆盖层高围堰的稳定性分析, 正在

用于长江沿岸某物流码头软土地基上超高堆场基础

稳定性分析.采用虚功率法,基于有限元应力场结果

分析圆弧与非圆弧滑动机制的边坡、地基稳定安全

系数,得到了工程设计部门和业主的欢迎与鼓励. 目

前作者研究团队一方面加紧改进复杂的渗流与变形

耦合相互作用的计算程序 LinkFEA-Stress,意图应力

计算不但包含渗流与应力的强耦合作用, 也包含拉

应力迁移和塑性滑移在内的材料非线性模拟, 力图

使应力场更接近静力许可; 另一方面加紧开发包括

圆弧与折线和对数螺线管等复杂滑弧组合式底滑面

滑动机制的安全系数计算与优化, 将在工程应用中

不断改进与发展.

致谢: 高桂云博士完成了本文算例的建模和应力计

算工作,特表谢意.
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