
 

2020-02-11 收稿，2020-04-19 录用，2020-04-19 网络版发表. 
1) 国家自然科学基金（11962012）和中国博士后科学基金(2018M633649XB)资助. 
2) 安新磊，副教授，主要研究方向：非线性动力学. E-mail:anxin1983@163.com 
引用格式：安新磊, 张莉. 一类忆阻神经元的电活动多模振荡及 Hamilton 能量反馈控制. 力学学报， 

 2020, ------. 
An Xinlei, Zhang Li. Multi-mode oscillations and Hamilton energy feedback control of a class of 
memristor neuron. Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2020, ------. 

一类忆阻神经元的电活动多模振荡及

Hamilton 能量反馈控制 

安新磊
*,**,2)

 张 莉
+
 

* (兰州交通大学数理学院，甘肃兰州 730070) 

** (兰州理工大学电气工程与信息工程学院，甘肃兰州 730050) 

+ (兰州工业学院基础学科部，甘肃兰州 730050)  

摘要 根据法拉第电磁感应定律，在离子穿越细胞膜或者在外界电磁辐射下，细胞内外的电生理环境会产生

电磁感应效应，继而会影响神经元的电活动行为。基于此，本文考虑电磁感应影响下的 Hindmarsh-Rose(HR)
神经元模型，研究了它的混合模式振荡放电特征，并设计一个 Hamilton 能量反馈控制器，将其控制到不同

的周期簇放电状态。首先，通过理论分析发现磁通 HR 神经元系统的 Hopf 分岔使其平衡点的稳定性发生了

改变，并产生极限环，进而研究了 Hopf 分岔点附近膜电压的放电特征。基于双参数数值仿真发现该系统具

有丰富的分岔结构，在不同的参数平面上存在倍周期分岔、伴有混沌的加周期分岔、无混沌的加周期分岔

以及共存的混合模式振荡。最后，为了有效控制膜电压的混合模式振荡，利用亥姆霍兹理论计算出磁通 HR
神经元系统的 Hamilton 能量函数并设计 Hamilton 能量反馈控制器，通过数值仿真分析了膜电压在不同反馈

增益下的簇放电状态，发现该控制器能够有效地控制膜电压到不同的周期簇放电模式。本文的研究结果为

探究电磁感应下神经元的分岔结构及其能量控制领域提供了有用的理论支撑。 
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Abstract: According to Faraday's electromagnetic induction law, the electrophysiological 
environment in and out the cell will produce electromagnetic induction effects in the case of ions 
penetrating the cell membrane or in the case of being exposed to external electromagnetic 
radiation, which will affect the electrical activity behavior of neural systems. Based on this 
principle, this paper studies the mixed-mode oscillation discharge characteristics of the 
Hindmarsh-Rose(HR) neuron model (here we call it as magnetic flux HR neuron model) with the 
influence of electromagnetic induction, and designs a Hamilton energy feedback controller to 
manage the mode to different periodic cluster discharge states. First, through theoretic analysis, it 
is found that the stability of equilibrium point in the magnetic flux HR neuron model is changed 
by the occurrence of Hopf bifurcation in the magnetic flux HR neuron model and a limit cycle is 
generated. Besides, some discharge characteristics of the membrane voltage near the Hopf 
bifurcation point are also discussed in detail. Then, it is also displayed there are abundant 
bifurcation structures in the magnetic flux HR neuron model based on the two-parameter 
numerical simulations, which includes multi-period bifurcation, period-adding bifurcation with 
chaos, period-adding bifurcation without chaos and co-existing mixed-mode oscillations in 



 

different initial conditions. At last, with the purpose of controlling the mixed-mode oscillation of 
membrane voltage, the Hamilton energy function is calculated by utilizing the Helmholtz theorem, 
and a Hamilton energy feedback controller is designed further. Additionally, it can be seen that the 
controller can effectively control the membrane voltage in different periodic clustering discharge 
modes, with the analysis of the discharge states of membrane voltage under different feedback 
gains in view of the numerical simulation. The results of this paper provide a useful theoretical 
support for the study of bifurcation structure in artificial neuron system under electromagnetic 
induction and the field of energy control related to the neurons. 
Key words magnetic flux HR neuron, bifurcation analysis with two-parameter, multi-mode 
oscillations, Hamilton energy control, periodic bursting 

引 言 

神经系统以神经元的不同放电活动对

信息进行编码、传递和解码，由此实现神经

系统信息的产生、整合和传输[1]。神经元即

神经细胞，是神经系统传输信息的最基本的

元素，只有清晰地了解其各种环境下的放电

模式，才能更好的理解神经网络以及各组织

细胞的运行规律。各种神经元的建立在很大

程度上有助于了解神经元的放电机理，

Hodgkin 和 Huxley 在 1952 年提出的

Hodgkin-Huxley(HH)模型开创了神经元模

型建立的新纪元，此后各种改进的数学模型

如 Morris-Lecar(ML) 、 FitzHugh-Nagumo 
(FHN)、HR 神经元系统相继建立。学者们

可以从数学和物理的角度分析神经元的放

电行为[2-6]。 
目前研究表明，外界电磁场对神经系统

接收、处理和传递生理信息有着重要的影响
[7,8],研究外界电磁场对生物神经元的作用

机制已成为近年来备受关注的课题。马军教

授在文献[9]中考虑到离子穿越细胞膜以及

外界电磁辐射下，细胞内外的电生理环境会

发生改变而产生电磁感应，进而会影响神经

元的放电模式，首次提出用磁通来描述电磁

场的作用，改进了一个四维 HR 神经元模型，

并进行了初步讨论。随后，其团队讨论了该

模型的动力学性质[10,11]，通过改变初始状态

可以观察到多种电活动模式，如静息态、峰

放电态、簇放电态、混沌放电等，同时指出，

该改进模型的网络也可用于研究大脑和中

枢神经系统神经元的集体行为，并可以解释

电磁辐射诱发疾病的潜在机制。 
神经元模型在各种不同的放电活动中，

加周期分岔是重要的分岔和神经放电节律

转迁类型之一[12]，对其深入研究将为认识节

律转迁的理论框架及理解神经编码的机制

提供了一定的依据。因此运用非线性理论及

其数值仿真探究电磁场下神经元膜电压的

放电活动有着重要的实际意义[13-16]。Chen
等提出了一种具有线平衡点的三维耦合神

经元磁控忆阻 HNN 模型，研究了在双参数

平面上 Fold 和 Hopf 分岔集和不同的稳定性

区域，发现具有不同振幅吸引子共存现象
[13]。Bao 等利用阈值磁控忆阻器产生的电磁

感应电流代替二维(HR)神经元模型中的外

电流，建立了具有全局隐藏模式振荡的三维

HR 神经元模型，并进行了相应的数值模拟，

研究发现，该模型存在单稳态和双稳态的隐

藏簇放电模式[14]。混合模式振荡是一种复杂

的振荡模式，是神经科学的一个研究热点
[17-18]。文献[17]介绍了神经元系统中混合模

式振荡的研究情况和研究方法，并介绍了几

种神经元模型中混合振荡模式的研究进展。

文献[18]研究了在反馈参数和外界刺激电流

变化下时具有磁流作用的 Chay 神经元放

电，并发现了丰富的复杂混合模式振荡。因

此，对神经元系统多种模式放电行为的研究

可以使我们进一步了解神经元的节律变化，

本文借助双参数分岔对电磁感应下的 HR 神

经元系统中的复杂加周期振荡和混合模式

振荡进行深入研究。 
神经元不同模式的放电状态离不开外

界能量的触发，神经元信号的传输、转化和

迁移需要能量消耗[19-21]。持续的能量供应对

维持系统的振荡是至关重要的，否则振荡行

为将会减弱直至消失[19]。磁通 HR 神经元模

型在各种外界刺激下具有不同的分岔模式

及其能量特性，研究发现 Hamilton 能量函

数中的负反馈能有效地稳定混沌运动轨迹
[20]。此外，可以对具有不同吸引子的混沌系

统进行哈密顿能量计算，并利用能量反馈有

效控制系统中的混沌态[21]。An 在文献[22]中

提出了一种 Hamilton 能量反馈控制方法，

可以在控制非线性系统到期望状态的同时，

控测系统能量的转换和迁移。 
基于上述讨论，本文主要从数学的角度

对磁通 HR 神经元模型的多模式放电行为进

行全面分析，发现了磁通 HR 神经元模型具

有丰富的分岔结构并对其进行 Hamilton 能

量控制。通过数值仿真在双参数空间上的分

岔结构，发现该系统存在含混沌的倍周期分

岔、无混沌的加周期分岔、混合模式振荡以

及共存模式振荡。其次，对磁通 HR 神经元



 

模型构建 Hamilton 能量反馈控制器，研究

结果发现该控制器可以有效地将混合模式

振荡控制到多种周期的簇放电态。这些都是

神经元异常放电研究领域的前沿课题，因此

有必要对其进行深入研究。 

1 模型描述及其分岔分析 

根据电磁感应定理，引入磁通后的 HR

神经元模型如下(本文称为磁通 HR 神经元

系统)： 
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(1) 

式中变量 , , ,x y z  分别表示神经元的膜电

位、恢复变量的慢电流、自适应电流和穿过

细胞膜的磁通量。参数 ,a b表示快速离子通

道的激活和失活，r 为自适应电流变化速度

的控制，与钙离子浓度有关， s 描述了慢离

子通道的激活。 0 表示钙离子静息电位，I

表示外界的刺激电流。 1 2,k x k  分别表示膜

电压与外界磁通量电磁感应的变化速率和

漏磁通， 1 2,k k 为变化系数。 0 ( )k W x 表示

磁通量对膜电压的反馈电流， 0k 为调制强

度。
2( ) 3W     是磁控忆阻器的忆

导，其中 ,  是确定的常数。常规地，

, , , ,a b c d s取 1984 年 Hindmarsh 和 Rose 建

立 HR 神经元系统时设定的基准值 [24] 

1.0a  ， 3.0b  ， 1.0c  ， 5.0d  ，

4s  。 0 1 2, , , , ,r k k   可微调，其中 r一

般在
310
量级取值，本文取值为 0.006r  ，

0 1.61   ， 0.2  ， 0.03  ，

1 0.9k  ， 2 0.5k  。 I 经常被用来作为分

岔参数来研究 HR 神经元的放电模式，通常

在[ 10,10] 内取值。 

正常情况下，系统(1)膜电压的放电活动

会受到刺激电流 I 及其反馈增益 0k 变化的

影响。本文基于 Matcont 软件分析了随着参

数 0,I k 同时变化时的 Hopf 分岔点的分布，

如图 1(a)所示。由图可知，随着外界刺激电

流 I 的变化，当
*

0 00 3.235k k   时，

系统(1)存在三个 Hopf 分岔点。当 *
0 0k k

时，系统 (1)存在两个 Hopf 分岔点。当
*

0 0k k 时，系统(1)将出现一个 Hopf 分岔

点。不妨取 0 0.16k  ，此时系统(1)的平衡

点随外界刺激电流 I 的变化曲线如图 1(b)
所示，图中的蓝色曲线表示系统的平衡点，

红色点 ( 1, 2,3)iH i  表示 Hopf 分岔点。通

过数值计算得出在分岔点 1 2 3H ,H ,H 处的

平衡点及其相应的特征根分别为：

1 1
1.519729, ( 1.240054 6.688672,1.479783 2.232098)H HI p    ， ，  

1 1 1

1,2 3 40.042391 , 0.494445, 13.168829H H Hi         

2 2
5.398755, ( 0.010282,0.999471,6.398874 0.018507)H HI p   ，  

2 2 2

1,2 3 40.147547 , 0.499992, 1.100019H H Hi         

2 2 2

1,2 3 40.147547 , 0.499992, 1.100019H H Hi         

3 3 3

1,2 3 40.949442 , 0.032424, 0.500731H H Hi         

由 此 可 知 ， 系 统 (1) 在 平 衡 点

1 2 3
, ,H H Hp p p 处都有一对实部为零的共轭

特征根，从而验证了系统 (1)在分岔点

1 2 3, ,H H H 处发生了 Hopf 分岔。此外，由

Matcont 软件可以计算出相应的第一

Lyapunov 系数[25]： 

1
0.000623 0HL    

2
3.416041 0HL     

3
0.852002 0HL    

当第一 Lyapunov 系数小于零时，其

Hopf 分岔是超临界的；反之，Hopf 分岔是

亚临界的。因此，系统(1)在分岔点 1 3,H H 处

发生亚临界 Hopf 分岔，在分岔的 2H 处发生

超临界 Hopf 分岔。由于系统(1)的 Hopf 分

岔使其平衡点的稳定性发生了改变，并产生

相应的极限环，因此有必要研究 Hopf 分岔

点附近膜电压的放电特征。 



 

 
(a) Hopf 分岔曲线 

(a) The Hopf bifurcation curve 

 
(b) 平衡点曲线及 Hopf 分岔点 

(b) Equilibrium curve and Hopf bifurcation points 
图 1 系统(1) Hopf 分岔曲线、平衡点曲线和 Hopf

分岔点 
Fig.1 The Hopf bifurcation curve, equilibrium curve 

and Hopf bifurcation points 

2 双参数变化下伴有混沌的倍周期分

岔模式 

由于系统(1)在外界刺激发生改变时，很

难保持系统参数固定不变，通常情况下系统

(1)中的几个或者多个参数同时在特定范围

内发生变化。因此，研究双参数平面上膜电

压的放电活动将更具有现实意义。在本节

中，主要分析了双参数平面上系统(1)的膜电

压分岔行为，根据不同的双参数组合，系统

(1)在两个参数空间中的分岔图如图 2 所示，

图中用不同的颜色绘制膜电压的不同的放

电状态，并且图中右侧颜色栏用相应的数字

进行标记(如用 0 表示静息态，数值 1 表示

尖峰放电，数值 2 表示周期 2 簇放电态，白

色区域表示周期大于等于 20 簇放电或者混

沌放电态)。 
图 2(a)-(e)显示的是伴有混沌窗口的倍

周期分岔模式。当以 d 和 I 作为参数变量

时，在 [4.4,5.8], [2.6, 4]d I  的参数平面

上，相应的周期分岔图如图 2(a)所示，系统

(1)呈现出丰富而复杂的放电特性。沿着图

2(a)中黑线从左下到右上的方向，膜电压 x
的倍周期分岔模式为：从周期 1 的尖峰放电

由倍周期分岔通向混沌态从周期 3 簇放

电由倍周期分岔通向混沌态从周期 4 簇

放电由倍周期分岔通向混沌态…从

周期 19 簇放电由倍周期分岔通向混沌态。

此外，从图 2(a)中不难看出，在上述分岔模

式过程中，随着周期数的增加，相应的周期

的颜色带的宽度而逐渐变窄，并且相应的混

沌窗口宽度也逐渐变小。图 2(b)-(e)所示的

参数平面上也具有类似分岔结构，都存在

“梳子状”的混沌区域，并且有规律地分布着

“舌形”周期窗口，这些周期窗口通过倍周期

分岔结构与混沌区域相连接。在图 2(f)和(g)
中，分岔结构比较复杂，即都存在一个半环

形的混沌区域，并且包括着半圆形的周期 5
簇放电区域，其外围有规律分布着“舌形”周
期窗口，这些周期窗口也是通过倍周期分岔

结构与混沌区域相连接。 
图 2(h)为无混沌窗口的加周期分岔结

构。在参数 [0.2,0.9], [5,6.2]c d  的平面

上，参数c对系统(1)分岔结构影响不大，此

时膜电压分岔模式取决于参数 d 的取值，当

参数 d 由小变大时，膜电压 x 分岔模式为：

周期 2 簇放电态  周期 3 簇放电态

…周期 18 簇放电态。随着这些周期

数的增大，其周期窗口的颜色带的宽度逐渐

减小。 

  
(a) [4.4,5.8], [2.6, 4]d I  时的分岔图 

(a) The Hopf bifurcation diagram when 
[4.4,5.8], [2.6, 4]d I   



 

 
(b) [2.8,3.2], [2.5, 4]b I  时的分岔图 

(b) The Hopf bifurcation diagram when 
[2.8,3.2], [2.5, 4]b I   

 
(c) [0.6,1.6], [0,0.015]c r  时的分岔图 

(c) The Hopf bifurcation diagram when 
[0.6,1.6], [0,0.015]c r     

 
(d) [3.4, 4.4], [0,0.015]s r  时的分岔图 

(d) The Hopf bifurcation diagram when 
[3.4, 4.4], [0,0.015]s r   

 
(e) 0 [ 1.7, 1.45], [0, 0.015]r     时的分岔图 

(e) The Hopf bifurcation diagram when 

0 [ 1.7, 1.45], [0, 0.015]r      

 
(f) [0,1.2], [2.2,3.8]Ik I  时的分岔图 

(f) The Hopf bifurcation diagram when 
[0,1.2], [2.2,3.8]Ik I   

 
(g) 2 [0,1.2], [2.2,3.8]k I  时的分岔图 

(g) The Hopf bifurcation diagram when 

2 [0,1.2], [2.2,3.8]k I    



 

 (h) [0.2, 0.9], [5,6.2]c d  时的分岔图 

(h) The Hopf bifurcation diagram when 
[0.2,0.9], [5,6.2]c d   

图 2 系统(1)关于 x 的双参数分岔图 
Fig.2. Two-parameter bifurcation diagram of system 

(1) versus x  

以参数 d 为变量时，当保持参数

1.0769 2.1384I d  不变，沿图 2(a)中的

黑线所示的方向，此时系统(1)膜电压峰峰间

期(ISI)分岔图和变量 x 的分岔图如图 3 所

示。从图中可直观看出，随着参数 d 的增大，

膜电压 x 放电模式为：尖峰放电态由倍

周期分岔通向混沌周期 3 簇放电态由

倍周期分岔通向混沌周期 4 簇放电态
由倍周期分岔通向混沌放电态…加

周期簇放电态。系统(1)每经历一次混沌放

电，放电的周期比混沌放电前的周期大 1，
并且随着周期的增大，相应的周期窗口及其

混沌窗口逐渐变窄。从图3中还可以观察到，

当放电周期大于 15 时，混沌窗口几乎消失，

此时系统(1)的膜电压进入加周期分岔模式，

图 4 为图 3 所对应的最大 Lyapunov 指数图。 

 
(a) 关于参数 d 的 ISI 分岔图 

(a) The ISI bifurcation diagram versus d   

 
(b) 关于参数 d 的单参分岔图 

(b) The one-parameter bifurcation diagram versus d  
图 3. 系统(1)关于参数 d 的分岔图 

Fig.3. Bifurcation diagram of system(1) versus 
parameter d  
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图 4. 对应于图 3 的最大 Lyapunov 指数图 

Fig.4.The maximum Lyapunov exponent graph 
corresponds to Fig.3 

3 混合模式振荡及其共存模式震荡 

3.1 混合模式振荡 

混合模式振荡是非线性动力系统中特

有的复杂模式振荡[26]，常常存在神经元系统

中，即在一个周期振荡内，它是由一系列的

大振幅振荡和小振幅振荡组成的，一般用符

号
sL 来描述这种振荡模式，其中 L 表示大

振幅的数目，s 表示小振幅的数目，而
0L 型

的振荡模式表示没有小振幅振荡周期为 L
簇发电模式。 

 



 

图 5. 0 [0,1], [4.6, 6]k d  时系统(1)关于 x 的双参

数分岔图 

Fig.5. Two-parameter bifurcation diagram of system(1) 

versus x when 0 [0,1], [4.6, 6]k d   

图5显示了含有混合模式振荡的周期分

岔图，与图 2 中各图相比较，图 5 出现了“周

期层错位”特有的现象。在图 5 所示的左侧

区域，参数 0( , )k d 分别取值 (0.627, 4.939)

和 (0.738,5.276) 时，系统(1)中膜电压分别

处于周期 3、周期 5 簇放电态，其相应膜电

压 x 时间响应分别如图 6(a)和(c)所示。在图

5 中“周期层错位”的右侧区域，当参数

0( , )k d 分 别 取 值 (0.641, 4.962) 和

(0.756,5.271) 时，系统(1)中膜电压 x 分别

处于周期 23 和周期 35 的混合模式振荡放电

态，其相应膜电压 x 时间响应分别如图 6(b)

和(d)所示。当保持参数 03.5 2.5d k  不

变，以参数 0k 为变量，沿图 5 中白线所示的

方向，系统(1)膜电压 x 的发放数(在一个周

期内小振幅数占总振幅数的比例)随参数 0k

变化如下图 7 所示，由此可知，膜电压 x 的

混合振荡模式变化为：  
2 2 2 3 3 3 3 41 2 3 3 4 5 6 6      

4 4 4 5 5 5 67 8 9 9 10 11 11      
由于神经元相关的疾病通常都是神经元异

常振荡模式放电引起的，这与本节研究的系

统(1)存在混合模式振荡放电具有一定的相

关性，因此控制系统(1)振荡模式放电到期望

的放电状态具有重要的实际意义。 
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(a) 周期 3 簇放电 

(a) Bursting with period-3 
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(b) 周期 23 混合模式振荡 

(b) Mixed-mode oscillation with period- 23  
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(c)周期 5 簇放电 

(c) Bursting with period-5 
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(d)周期 35 型混合模式振荡 

(d) Mixed-mode oscillation with period- 35  
图 6. 系统(1)的时间响应图 

Fig.6. Time response diagram of system(1) 

 
图 7. 膜电压的发放数关于参数

0k 分岔图 

Fig.7 The spike count of membrane voltage 
versus parameter

0k  

3.2 共存混合模式振荡 

通过数值模拟发现，这些“周期层错位”

现象是由于系统(1)发生了混合模式振荡产



 

生的，即在图 5 中左侧区域为簇放电模式，

右侧区域为混合振荡模式。此外，在这些“周

期层错位”处，膜电压处于簇放电模式和混

合模式振荡共存状态。 

当参数 0( , )k d 取 (0.6994,5.1330) 时，

系统(1)将出现初值为 (0.1,0,0,0.1) 时的周

期 4 和初值为 (2,0,0,0.1)时的周期
34 混合

模式振荡共存状态，其膜电压 x 的时间响应

如图 8(a)和 (b)所示。当参数 0( , )k d 取

(0.7948,5.4140) 时，系统(1)将出现初值为

(0.1,0,0,0.1) 时 的 周 期 6 和 初 值 为

(2,0,0,0.1)时的周期 36 的混合模式振荡共

存状态，其膜电压 x 的时间响应如图 8(c)和

(d)所示。当参数 0( , )k d 取两种不同的值时，

系统(1)的两种初值在 x 和 y  平面上

的吸引域如图 9 所示。 
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(a)周期 4 簇放电 

(a) Bursting with period-4 
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(b)周期 34 型混合模式振荡 

(b) Mixed-mode oscillation with period- 34  
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(c)周期 6 簇放电 

(c) Bursting with period-6 
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(d)周期 36 型混合模式振荡 

(d) Mixed-mode oscillation with period- 36  
图 8. 系统(1)的时间响应图 

Fig.8. Time response diagram of the system (1) 

   

(a) x  平面(参数 0( , ) (0.6994,5.1330)k d  ) 

(a) The x  plane( 0( , ) (0.6994,5.1330)k d  )  

 
(b) y  平面(参数 0( , ) (0.6994,5.1330)k d  ) 

(b) The y  plane( 0( , ) (0.6994,5.1330)k d  ) 



 

 
(c) x  平面(参数 0( , ) (0.7948,5.4140)k d  ) 

(c) The x  plane( 0( , ) (0.7948,5.4140)k d  ) 

 
(d) y  平面(参数 0( , ) (0.7948,5.4140)k d  ) 

(d) The y  plane( 0( , ) (0.7948,5.4140)k d  ) 

图 9. 系统(1)在不同初值时的吸引域 
Fig.9. The attractive basins of system(1) under 

different initial values 

4 基于 Hamilton 能量的反馈控制 

神经元系统中膜电压的不同放电模式、

膜电位的迁移和转换都需要能量来维持，持

续的能量供应对神经元系统的放电是至关

重要的，否则振荡行为将会减弱或者消失。

对于任意自治的动力系统： 

( )fX X                (2) 

式中
nX R 为状态向量， ( ) nf X R 为连

续非线性函数。 
在文献[21]中，王春妮等基于亥姆霍兹

理论论证了一般广义动力学系统的哈密顿

能量计算方法，对无量纲动力学系统以及非

线性振荡电路的 Hamilton 能量函数的计算

进行了详细介绍。基于亥姆霍兹理论可知，

向量函数 ( )f X 可分解为： 

( ) ( ) ( )c df f f X X X
      

(3) 

式(3)可以利用狄拉克-δ 和矢量的运算规则

来证明，其中 ( )cf X 表示漩涡场，它与系

统的 Hamilton 能量函数 H 的关系满足：

( ) 0T
cf H X 。而 ( )df X 表示梯度场，

它可以对系统运行的相轨迹进行约束，并且

满足 Hamilton 能量导数 

( )T
dH f H X

            
(4) 

能量的改变来自源于力场的做功，能量

函数 H 满足式(3)和(4)。由此对于系统(1)可
表示如下:

2 3
0

2

0

1 2

( )

( ) ( ) ( )
( ) c d

x y z I bx ax k W x
y c bx y

f f f
z rs x rz

k x k

      
              
     
    

       

X X X X











 

由关系式 ( ) 0T
cf H X 可得到

2
0 1) ( ) ( ) 0

H H H H
y z I c bx rs x x k x

x y z

   
        

   
（ 

              

(5) 

从物理角度看，在神经元电路中，电

容器和感应线圈是主要的电子元件，电容

可以存储电场能量(
21 2CV )，感应线圈

可以存储磁场能量(
21 2 LI )，这些物理场

能量(
2 21 2 1 2H CV LI  )经过标度

变换后就是无量纲的 Hamilton 能量。通过

式(5)计算可得系统(1)的 Hamilton 能量为 

3 2
0

1 1
( , , , ) ( )

3 2
H x y z bx x rs x      

2 2
1

1 1
( )

2 2
y z I k x        (6) 

为验证关系式 ( )T
dH f H X ，由

此对 Hamilton 能量 H 求导可得：



 

 

2
0 1( 1 ( ) ) ( )( )H bx rs x k x x y z I y z                 

2 2 3
0 1 0( 1 ( ) )( ( ) )bx rs x k x y bx ax z I k W x            

2
0 1 2( )( ( ( ) ) )y z I c dx y r s x z k x k              

2 2 3
0 1 0=( 1 ( ) )( ( ) )bx rs x k x bx ax k W x        

3( )( ) ( )( ) ( )( )y z I y y z I rz y z I k                   

( )T
dF H X  

由此可知，(6)式正是所求的 Hamilton
能量函数。本文作者在文献[23]中提出了

一种基于 Hamilton 能量的反馈控制方法，

即将控制输入项 kH 作用到受控系统的某

一项上去调控系统的群体变量。为了得到

更丰富的振荡模式，这里将 kH 作用到系

统(1)的第二项，受控下的磁通神经元系统

如下：
2 3

1
2

0

2 3

( )

1

( ( ) )

x y ax x z I k x

y bx y kH

z r R x z

k x k

      
    


  
  

 


 






                        

(7) 

式中 k 表示 Hamilton 能量 H 的反馈增益，

用于控制能量流的反馈强度，一般在

[ 1,1] 内取值。当系统参数固定时，

系统的能量靠反馈增益 k 来改变，即

利用控制输入项 kH 来调制系统的动

力学。受控系统(7)中的 Hamilton 能量调

制器为：

2 3 2
0 0 1 3( ( ) )( 1 ( ) ) ( )( )H bx ax k W x bx rs x k x y z I y rz k              

 
下面讨论系统(1)的膜电压受Hamilton

能量控制后的放电行为。图 10 为反馈增益

k 和外界刺激电流 I 的双参分岔图，从图

中可以直观地看到反馈增益 k 能有效地控

制系统(1)到不同的簇放电状态。 

 
图 10. [0, 0.3], [2,3]k I  时系统(1)关于 x的

双参数分岔图 
Fig.10. Two-parameter bifurcation diagram of 

system(1) versus x when [0,0.3], [2,3]k I   

当 3I  时，关于反馈增益 k 的 ISI 分
岔和在膜电压平面上的分岔如图 11(a)和(b)
所示。明显地，系统(1)的膜电压在原始的

周期 4 簇放电状态可以被 Hamilton 能量控

制器控制到典型的周期簇放电状态。图 12
和 13 为加周期的簇放电状态，当取不同的

反馈增益时，其周期放电模式为： 

04  05  010  011  

 
(a) 关于参数 k 的 ISI 分岔图 

(a) The ISI bifurcation diagram versus k  

 
(b) 关于参数 k 的单参分岔图 



 

(b) The one-parameter bifurcation diagram versus k  

图 11. 系统(1)关于反馈增益 k 的 ISI 分岔和单参

分岔 
Fig.11.The ISI bifurcation and one-parameter 

bifurcation of system(7) versus feedback gain k  

 
(a) 0k   

 
 (b) 0.05k   

 
(c) 0.1k   

 
(d) 0.15k   

 
(e) 0.2k   

 
(f) 0.25k   



 

 
(g) 0.28k   

 
 (h) 0.3k   

图 12. 周期簇放电和相应的 Hamilton 能量曲线 
Fig.12. The period bursting states and 
corresponding Hamilton energy curves 

 
  (a) 0k              (b) 0.05k   

 
 (c) 0.1k             (d) 0.15k   

 
  (e) 0.2k            (f) 0.25k   

 
 (g) 0.28k             (h) 0.3k   

图 13. 在 z x w  平面上的 3 维相轨迹 

Fig.13.The 3-dimensional phase diagrams 
in z x w  plane 

簇放电是神经元系统中非常重要的放

电模式，它能强化神经元之间的信息传输。

另外，从图 11 中也可以看出，磁通神经元

系统(1)存在不规则的放电行为，其时间响

应如图 14 所示。当能量反馈增益分别取

0.075k  和 0.083k  时，磁通神经元系

统(1)均展现了如下的不规则混合振荡模

式： 
05  05  01  05  05  05  01

 0,1 05  05  01  05  05 
05  01  

05  05  01  05  05  01  05
 05  01  05  05  01  05 

05  
通过以上讨论可知，Hamilton 能量控

制器可以有效地将磁通神经元系统控制到



 

周期簇放电以及不规则的簇放电状态。同

时，也可以从图 12 中观察到膜电压簇放电

时的能量迁移。 
从(6)式可以看出，Hamilton 能量受到

系统参数和初值的制约，同时又是基于无

量纲的系统变量得到的，Hamilton 能量反

馈从动力学角度来看是对相空间进行压缩

或者放大，从而达到对系统所有变量群体

调控的目的，最终达到对系统动力学的控

制。从图 14 中可以看出，周期 5 簇放电要

比峰放电耗能多，大幅值峰放电要比小幅

值峰放电耗能多。同时，我们可以设计合

适的控制器，以期用最小的代价达到控制

目的。

 
(a) 0.075k   

 
(b) 0.083k   

图 14. 复杂混合模式簇放电和相应的 Hamilton 能量曲线 

Fig.14.The complexmixed-mode bursting states and corresponding Hamiltonian energy curves 

能量反馈控制是通过反馈增益调节能

量控制输入的强度而去调制神经元系统的

膜电压振荡，进而动力学行为可以被调节。

本文中，当反馈增益 k 取不同的值时，系

统(1)能被很好地控制到不同的周期簇振

荡状态。同时，我们也能清楚地看到膜电

压在簇振荡和静息状态时Hamilton能量的

波动过程。这是因为神经元数学模型中的

Hamilton 能量的变化趋势取决于模型中振

荡模态的转变和外加电流，但主要依赖于

振荡模态的变化。同时，由于神经元可以

自行编码能量，Hamilton 能量的变化会稍

滞后于电活动的变化[28]。从图(12)和(14)
中可以看到，改进的 HR 系统的 Hamilton

能量函数曲线有正有负，正的 Hamilton 能

量为膜电压振荡提供能量，负的 Hamilton
能量暂时不会被消耗，而是为后续膜电压

振荡的能量储备被储存下来。这是由于神

经元不仅是个耗能元件也是一个储能元

件，从一个动作电位来看，神经元的能量

由两部分组成，一部分是从血流中获得氧

合的血红蛋白，表现为负的能量，用于能

量的储存。一部分将脱氧的血红蛋白释放

到血流中，表现为正的能量，用于能量的

消耗[29,30]。另外，在两个簇振荡之间的静

息状态下，能量通常接近于 0，但仍然有

较低水平的振荡，故仍有少量能量释放，

直到下一个簇振荡或峰振荡开始。 



 

对无量纲后的神经元系统来说，膜电

压的振荡都需要一定的能量，因此

Hamilton 能量的吸收和释放与膜电压紧密

相关。对 Hamilton 能量的研究为理解神经

元电活动的信息编码和能量迁移提供了思

路，也对分析振动模态转换过程中能量转

移有一定的参考。 

结论 

本文通过研究磁通 HR 神经元系统在

双参数空间上的分岔结构，发现该系统存

在丰富的分岔结构，即含混沌的倍周期分

岔、无混沌的加周期分岔及其混合模式振

荡。为了控制磁通 HR 神经元系统的放电

模式，本文通过建立 Hamilton 能量反馈控

制器，可以有效地将磁通 HR 神经元系统

中的膜电压控制到不同周期的簇放电状

态，同时，在控制过程中，可以探测到膜

电压簇放电时能量的变化状态。上述的研

究为进一步探索磁通神经元的分岔模式和

了解电磁场下神经元的能量控制提供了有

益的探讨。 
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