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固体力学

平纹机织碳纤维复合材料的多尺度

随机力学性能预测研究1)
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摘要 平纹机织碳纤维复合材料在结构上具有多尺度特性和空间随机性. 同时,组分材料会因存储条件和组成

相成分、批次的不同导致力学性能有所差异.当考虑各尺度结构和组分性能参数不确定性进行随机力学性能预

测时,存在以下两个难点: 一是随机变量众多,使得对不确定性传递方法的精度和效率提出了要求;二是由于随

机参数之间存在高维相关性, 需要建立高精度的相关性模型. 针对以上问题, 本文提出了基于混沌多项式展开

和 Vine Copula的平纹机织复合材料多尺度随机力学性能预测方法,综合考虑了平纹机织碳纤维复合材料微观

及介观尺度的材料、结构随机参数,基于自下而上层级传递的策略逐尺度地研究力学性能不确定性. 该方法采

用 Vine Copula理论构造相关随机变量的高维联合概率分布,并运用非嵌入式混沌多项式展开法实现不确定性

传递. 结果显示, 本方法构造的相关性模型几乎与原模型一致, 且能够高效准确地实现各尺度力学性能的随机

预测.
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Abstract Plain woven carbon fiber composites have multi-scale characteristics and spatial randomness in structure.

Meanwhile, the mechanical properties of the component materials vary due to different storage conditions, composition

phase components and batches. When the stochastic mechanical properties of plain woven carbon fiber composites are
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predicted with considering of the parameter uncertainty at different scales, there are two main difficulties: first, the large

number of random variables makes the accuracy and efficiency of the uncertainty propagation method required; second,

a high-precision correlation model is needed to be established because of multi-dimensional correlations. To solve above

problems, this paper proposes a multi-scale prediction method based on polynomial chaos expansion and vine Copula

for the stochastic mechanical properties of plain woven composites. The random parameters of materials and structures

at the microscopic and mesoscopic scales of the plain woven composites are taken into account, and the uncertainties

of mechanical properties are studied scale by scale based on the bottom-up hierarchical propagation strategy. In this

method, Vine Copula theory is used to construct the multi-dimensional joint probability distribution of correlated random

variables, and the non-embedded polynomial chaos expansion is used to realize uncertainty propagation. Results show

that the correlation coefficients of the dependence model constructed by the proposed method are almost the same as

that of original data and the stochastic prediction of mechanical properties at different scales are realized efficiently and

accurately.

Key words carbon fiber composites, multiscale uncertainty, stochastic prediction, mechanical properties, polynomial

chaos expansion

引 言

碳纤维增强聚合物基 (carbon fiber reinforced

polymer, CFRP) 复合材料, 简称碳纤维复合材料, 具

有密度低、比刚度高、比强度高、可设计性强等优

点, 能够很好地实现结构的轻量化和高性能设计 [1].

作为一种新型轻质复合材料,碳纤维复合材料因其优

异的力学性能在航空航天、汽车、船舶等行业得到了

广泛的应用 [2-3]. 平纹机织 CFRP的制备过程包括编

织、铺层、浸润和固化等,得到的材料在结构上具有

多尺度特征. 在 CFRP的制备过程中,由于存储条件

和组成相成分、批次的不同导致组成相材料性能有

所差异,同时由于织物和预浸织布的生产、存储和搬

运等过程导致纺织结构的变动.这种材料和结构的不

确定性反映到 CFRP性质上表现为各尺度力学性能

均有一定的随机性,并最终影响材料的宏观性能 [4-7].

因此,有必要发展可靠的 CFRP随机力学性能预测方

法,充分考虑各尺度材料和结构参数的不确定性,研

究其对材料宏观力学性能预测结果的影响作用.

为了实现对考虑随机性的复合材料力学性能的

准确预测,国内外学者开展了广泛的研究工作.与有

限元技术相结合的计算细观力学方法可以在各个尺

度上建立考虑随机性的精细仿真模型来进行力学性

能预测 [8-11]. 在纤维束尺度上,目前研究主要是通过

纤维角度和位移等参数的扰动来生成满足给定参数

组合和约束条件下不规则排列结构. Zhu 等 [12] 提

出了基于序列随机扰动算法生成纤维随机分布结构,

并基于有限元模型研究了纤维随机分布对纤维束力

学性能的影响.类似的研究还包括Yang等 [13]提出的

随机序列展开方法, Zhang等 [14] 提出的结合随机分

布和完全弹性碰撞的生成算法. 在介观尺度上,主要

是基于图像分析与几何参数统计学描述方法相结合

的方法生成具有结构随机性的代表性体积单元 (rep-

resentative volume element, RVE) 进行仿真分析. Bale

等 [15] 基于微计算机断层扫描技术得到三维图像并

对纤维束位置和形状进行了统计学描述. Blacklock

等 [16]则在此基础上重构了具有随机性的 RVE模型.

Zhu等 [17] 则进一步考虑了参数之间的相关性,提出

了基于相关性混合高斯随机序列的平纹机织 CFRP

的 RVE重构算法.

基于计算细观力学的方法本质上是建立多个能

够满足统计学表征的有限元模型并统计仿真分析的

结果,因此计算代价过高. 而解析细观力学方法由于

具有较高的计算效率,在进行考虑不确定性的预测研

究时具有很大的优势. Chakraborty等 [18]采用多项式

相关函数展开实现了复合材料层合板的随机自由振

动分析.考虑到微观结构的不确定性,随机有限元 [19]

被采用进行有效的预测. Cui 等 [20] 采用 Copula 函

数表征复合材料中的纤维铺设角度和材料参数之间

的相关性,并基于摄动法进行不确定性分析. Mehrez

等 [21] 提出了基于混沌多项式展开 (polynomial chaos

expansion, PCE) 的层级式传递方法得到宏观材料力

学性能的不确定性. Xu等 [22] 则在层级传递的过程

中进一步考虑了分布的真实形式和分布之间的高维
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相关性, 并应用于三维正交机织复合材料的力学性

能预测中.

现有的面向平纹机织 CFRP的研究主要存在以

下几个问题:一是所考虑的随机参数不够全面,大多

研究仅考虑部分尺度的随机参数. 且采用的不确定

性传递方法大多具有局限性: 随机有限元法,作为一

种嵌入式的不确定性算法, 对问题不具备很好的适

应性;摄动法则对概率分布形式具有要求;二是在力

学性能预测中对随机参数之间的相关性考虑不够充

分. 针对以上这些问题, 本文提出一种基于 PCE 和

Vine Copula的平纹机织 CFRP随机力学性能预测方

法,该方法考虑了微观和介观尺度中不确定性材料、

结构参数, 基于自下而上层级传递的策略逐层研究

平纹机织 CFRP的各尺度力学性能参数的不确定性.

所采用的非嵌入式 PCE方法能够高效准确地实现不

确定性地传递. 此外, Vine Copula函数能准确构造相

关随机参数之间的高维联合概率分布, 从而有效掌

握相关性对性能响应的影响,提高平纹机织 CFRP力

学性能参数预测的精度和可靠性.

1 确定性模型构建

采用解析细观力学方法实现平纹机织 CFRP的

多尺度确定性随机弹性力学性能预测, 该方法能充

分考虑影响平纹机织 CFRP力学性能的因素,包括组

分材料的力学性能、各尺度的几何参数、体积分数-

等 [23]. 尺度包括纤维丝尺度 (微观尺度)、纤维束尺

度 (介观尺度)和单胞尺度 (宏观尺度),如图 1所示.

该方法基于连续介质力学及均匀化理论, 采用自下

而上多尺度式串行的策略逐级预测力学性能.

fiber yarn z

yx

unit

cell
matrix

图 1 平纹机织 CFRP多尺度特征

Fig. 1 Multiscale characteristics of plain woven CFRP

1.1 纤维束模型

平纹机织 CFRP中,每一根浸润过的纤维束都包

含了嵌入在基体中的许多单向纤维, 浸润纤维束被

认为是单向复合材料. 若纤维束的纤维丝体积分数

为 Vf ,则力学性能可由下述 Chamis方程得到 [24]

Vm = 1 − Vf

E11 = E11fVf + EmVm

E22 = Em

/[
1 −
√

Vf (1 − Em/E22f)
]

G12 = Gm

/[
1 −
√

Vf (1 −Gm/G12f)
]

G23 = Gm

/[
1 −
√

Vf (1 −Gm/G23f)
]

v12 = v12fVf + vmVm, v23 = E22/(2G23) − 1


(1)

式中,下标 f和 m分别表示纤维丝和基体, V 表示体

积分数, E表示弹性模量, G表示剪切模量, u表示泊

松比.

纤维丝的体积分数可以通过下式计算

Vf = S f/(πab/4), S f = Nfiberπd2/4 (2)

其中, S f 表示纤维束中纤维丝的总截面面积, d表示

纤维丝直径, Nfiber 表示纤维束中纤维丝数量, a 和 b

分别表示纤维束的长轴和短轴长度,如图 2所示.

unit

unit

图 2 单胞截面

Fig. 2 Cross section of unit cell

由于纤维束通常被假设为横向各向同性的, 故

其刚度矩阵可以定义为

C =



C11 C12 C12 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C12 C23 C22 0 0 0

0 0 0 (C22 −C23) /2 0 0

0 0 0 0 C66 0

0 0 0 0 0 C66


(3)

其中,刚度矩阵各元素可通过下式获得

C11 =
(
1 − v2

23

)
E11/∆

C12 = C13 = v12 (1 + v23) E22/∆

C23 =
(
v23 + v2

12E22/E11

)
E22/∆

C22 = C33 =
(
1 − v2

12E22/E11

)
E22/∆


(4a)
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C44 = G23 = E22
/

[2 (1 + v23)]

C55 = C66 = G12

∆ = (1 + v23)
(
1 − v23 − 2v2

12

) E22

E11

 (4b)

由于平纹机织 CFRP的纤维束存在卷曲变形,对

于卷曲的纤维束,如图 3所示.

2

curly yarn

spread yarn

图 3 纤维束的正弦函数表达

Fig. 3 Sinusoidal expression for yarn

本文采用正弦函数来描述其构型

x̂ = A sin (2πx/T ) (5)

式中, T 表示周期, A表示幅度.综合图 2和图 3可以

得到 T = 2(a + l), A = (h − b)/2.将卷曲纤维束划分为

无数的微段, 各微段沿纤维主方向均可视作单向纤

维复合材料,如图 4所示, xL方向即为主方向.

y L
y F

x F

x L

θ1

图 4 纤维束材料主方向

Fig. 4 Material principal orientation in yarn

定义第 N 微段在其局部坐标系下的刚度矩阵

为 CL
N

CF
N = HNCL

N HT
N (6)

式中,上标 L表示微段纤维局部坐标系 (xL, yL),上标

F表示纤维束坐标系 (xF , yF),上标 T表示转置, H为

转换矩阵,其求解公式为

HT
N =



h2
1 0 h2

2 0 2h1h2 0

0 1 0 0 0 0

h2
2 0 h2

1 0 −2h1h2 0

0 0 0 h1 0 h2

−h1h2 0 h1h2 0 h2
1 − h2

2 0

0 0 0 h2 0 h1


(7)

式中

h1 = 1
/ √

1 + tan2 θ1

h2 = tan θ1
/ √

1 + tan2 θ1

 (8)

式中

tan θ1 = 2πA/T cos (2πx/T ) (9)

式中 θ1 代表微段纤维局部坐标系与纤维束坐标系

的夹角, 如图 4 所示. 在纤维束坐标系下, 纤维束的

等效刚度矩阵可通过对各微段沿 x方向进行积分来

获得

CF = 1/T
(∫ T

0
CF

Ndx
)

(10)

1.2 单胞模型

对于 CFRP,在宏观尺度上选取单胞来表征其宏

观性能.由于平面机织 CFRP是由经纱和纬纱机织而

成, 单胞整体的刚度矩阵可根据各纤维束的平均性

能计算得到,由于经纱和纬纱的方向不同,需通过坐

标转换, 将纤维束刚度矩阵转化为单胞坐标系下的

纤维束刚度矩阵

Cunit = HunitCFHunit (11)

转换矩阵 Hunit如下

Hunit =



h2
3 h2

4 0 0 0 2h3h4

h2
4 h2

3 0 0 0 −2h3h4

0 0 1 0 0 0

0 0 0 h3 −h4 0

0 0 0 h4 h3 0

−h3h4 h3h4 0 0 0 h2
3 − h2

4


(12)

式中

h3 = cos θ2

h4 = sin θ2

 (13)

式中, θ2 代表纤维束坐标系 (xF , yF) 与单胞坐标系

(xunit, yunit) 的夹角, 如图 2 所示. 从而可得平纹机织

CFRP的宏观刚度阵

C = 1/Vunit

{
Cunit

warpVwarp +Cunit
weftVweft +Cunit

m Vunit
m

}
(14)

式中, Vunit 表示单胞的体积,下标 warp表示经纱,下

标 weft表示纬纱, Vunit
m 表示基体占单胞的体积分数.
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由于纱线是卷曲的,需要对其沿 x方向的长度进行积

分获得伸展的纤维束长度 T̂ ,如图 3所示. 经纬纱和

基体的体积分数可通过式 (15)来获得

Vwarp = Vweft = T̂πab/4

Vunit
m = 1 − 2Vwarp

 (15)

通过对宏观刚度矩阵进行求解, 可获得单胞的

弹性模量、剪切模量和泊松比.

1.3 模型验证

本文所制备的平纹机织 CFRP碳纤维丝和基体

材料力学性能参数如表 1 所示, 碳纤维丝选用台丽

碳纤维 TC33,碳纤维以 3K的形式集合成碳纤维束.

基体选择 Huntsman公司的环氧树脂,牌号为 LY1564

SP,对应的固化剂牌号为 Aradur 3486,两者的体积比

为 5:2. 采用真空导入工艺进行力学性能试验所用的

平纹机织 CFRP 的成型. 通过上述工艺制备得到的

CFRP的密度为 1.47 g/cm3.

表 1 碳纤维和基体基本力学性能参数

Table 1 Basic mechanical properties of carbon fiber and matrix

Component
E11/ E22/

ν12
G12/ G23/

GPa GPa GPa GPa

fiber 230 18.6 0.255 20.5 5.05

matrix 3.08 — 0.35 1.11 —

为了从宏观上探究 CFRP的力学性能,分别根据

试验标准 ASTM D638 [25]和 ASTM D7078 [26]进行平

纹机织 CFRP的轴向拉伸和面内剪切试验,试验样件

如图 5所示,尺寸单位为 mm. 准静态轴向拉伸力学

性能试验使用岛津 5 t EHF-UM电液伺服疲劳试验机

进行,准静态面内剪切试验采用 SUNS电子万能试验

机.所有试验均采用位移控制方式,并根据样件的尺

寸设定加载速率,保证对应的工程应变率在 0.001 s−1

范围. 每种试验均保证测量得到 5 个有效试验数据

并取平均值. 最终试验得到的宏观轴向拉伸弹性模

量为 60.89 GPa,面内剪切模量为 3.63 GPa.

纤维丝和纤维束的几何参数通过对纤维束界面

显微图像和 Micro-CT 图像 (如图 6 和图 7 所示) 进

行数据统计可获得,纤维丝的直径为 d = 6.23 µm,纤

维束的几何参数如表 2 所示. 表中平均值为统计得

到的均值, 上下限值为统计得到的 ±3σ 置信区域数

值.纤维丝占纤维束体积分数的均值为 65.32%,纤维

束占单胞体积分数的均值为 67.90%.

R
7
6

R
1,3

57

38

76

215

1
3

3
1 5
6

1
9

90Ο 45Ο

(a) 

(a) Axial tension

(b) 

(b) In-plane shear

图 5 准静态力学性能试验样件

Fig. 5 Specimens for quasi-static mechanical tests

50 mm

图 6 纤维束截面显微图像

Fig. 6 Microscopic image of cross section for yarns

图 7 Micro-CT图像

Fig. 7 Micro-CT images

表 2 几何参数

Table 2 Geometric parameters

Parameter Upper bound Lower bound Mean

major axis of yarn a/mm 1.601 1.701 1.651

minor axis of yarn b/mm 0.105 0.111 0.108

thickness of single layer h/mm 0.202 0.214 0.208

spacing of yarn l/mm 0.334 0.354 0.344

以各变量的均值为输入参数, 经过前述的解析

模型预测得到的单向纤维和单胞的确定性力学性能

如表 3 所示, 通过与有限元仿真结果的对比可看出
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解析法的相对误差较小. 特别地,解析法得到的结果

与试验结果的相对误差分别为 0.82%和 6.33%,预测

结果与试验结果有较好的一致性.

表 3 力学性能预测结果

Table 3 Prediction results of mechanical properties

Unidirectional fibre Unit cell

Ex yarn/ Ey yarn/ Gxy yarn/ Ex/ Gxy/

GPa GPa GPa GPa GPa

proposed 151.26 9.46 4.82 60.39 3.86

FEM 150.15 9.68 4.48 59.21 3.50

relative error/% 0.74 2.27 7.59 1.99 10.29

2 纤维束随机力学性能预测

本文主要考虑组分材料力学性能和几何参数不

确定性对单向纤维力学性能预测结果的影响, 组分

材料的力学性能参数和几何参数的概率密度函数

(probability density function, PDF)均设定为具有 1%变

异系数的高斯分布.

平纹机织 CFRP的层级结构如图 8所示,由于纤

维束长轴和短轴既参与体积分数 Vf 的计算,又参与

了体积分数 Vwarp的计算,属于跨尺度的共享变量.单

向纤维力学性能输入包括 7个组分材料参数和几何

input

h

l

a

b

multiscale system output

E11f

Q
1

Q
2

E22f

G11f

G23f

v12f

Em

vm

C66yarn

C23yarn

C12yarn

C22yarn

C11yarn

Ex= Ey

Gxz= Gyz

vxz= vyz

Ez

Gxy

vxy

图 8 平纹机织 CFRP层级结构

Fig. 8 Hierarchical structure of plain woven CFRP

参数 a, b, 各参数之间相互独立, 故直接采用混沌多

项式方法来进行预测.考虑到单向纤维具有 5个独立

的材料参数, 分别选择 C11yarn, C22yarn, C12yarn, C23yarn,

C66yarn作为纤维束尺度模型力学性能响应输出.

2.1 混沌多项式展开

PCE实质上是对随机变量构造一个具有随机性

的代理模型 [27-29]. 为了描述的方便,设定 X = (E11f ,

E22f , G11f , G23f , v12f , Em, vm, a, b),其任一元素设定为

X. 采用 PCE,随机响应 Q的截断的 PCE可以简洁地

表达如下

Q (X) ≃ Qp (X) =
P−1∑
i=0

qαiψαi (X) (16)

式中, |α| = ∑NL
i=1 αi 且 0 6 |α| 6 p, p是多项式阶数, NL

是随机变量的数目, P是多项式项总数,其计算表达

式为 P = (p + NL)!/(p!NL!), qα 是待定的多项式系数,

ψα是服从概率分布 fX (x)的多元多项式项,具有正交

性质

E
[
ψα (X)ψβ (X)

]
= δαβ, ∀ α, β ∈ NNL (17)

式中, δαβ 是克罗内克符号, E (·) 表示期望算子. 式

(16)所对应的截断集定义如下

A =
{
α ∈ NNL , |α| 6 p

}
(18)

利用 PCE 进行不确定性传递时, 最关键的步骤

是求解式 (16)中待定的多项式系数 qα, 本文采用回

归法求解待定系数,其回归表达式为

q = arg min E
[(

Q − qTψ
)2
]

(19)

求解上式得到多项式中的待定系数. 基于正交

性质, 前四阶矩, 包括均值 µ、标准差 σ、偏度系

数 Cs、峰度系数 Ck 可以通过下式结合多项式系数

获得.

µ = qα0

σ =
√ ∑

α∈Ã
E

[
ψα

]2

Cs =
1
σ3

∑
α∈Ã

∑
β∈Ã

∑
γ∈Ã

E
[
ψαψβψγ

]
qαqβqγ

Ck =
1
σ4

∑
α∈Ã

∑
β∈Ã

∑
γ∈Ã

∑
η∈Ã

E
[
ψαψβψγψη

]
qαqβqγqη


(20)

式中, Ã = A\ {0}.
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基于前四阶并采用概率分布拟合方法可以获得

响应的概率分布. 常用的概率分布方法包括最大熵

原理, 鞍点逼近等 [30-32]. 若偏度系数约为 0, 峰度系

数约为 3,则可直接假设该分布服从正态分布从而得

到概率分布.

本文采用留一交叉验证方法来验证所构造的

PCE 的预测精度. 假设原始数据有 N 个样本, 那么

每个样本单独作为验证集,其余的 N − 1个样本作为

验证集. 留一交叉验证能充分利用所有样本,并得到

N 个模型, 用这 N 个模型验证集的相对误差平均数

作为验证误差以评估模型的精度.

2.2 预测结果分析

将 PCE方法应用到平纹机织 CFRP单向纤维的

力学性能预测中, 设定多项式阶数为 3, 基于拉丁超

立方采样方法采取原始数据集, 包含 50 个样本. 预

测得到的结果及模型验证误差如表 4所示.

表 4 单向纤维力学性能随机预测结果
Table 4 Stochastic prediction results of mechanical

properties for unidirectional fiber

Property
µ/GPa σ Cs Ck

Relative

parameter error/%

C11yarn 154.43 2.61 0.06 3.05 3.14 × 10−2

C22yarn 12.65 0.32 0.18 3.08 6.35 × 10−2

C12yarn 5.46 0.17 0.16 3.08 7.75 × 10−2

C23yarn 6.30 0.27 0.18 3.07 4.7 × 10−1

C66yarn 4.82 0.12 0.14 3.06 7.57 × 10−3

所构造的 PCE模型采用留一交叉验证方法来验

证模型的精度,由表 4可知,力学性能参数预测模型

的交叉验证误差最高为 0.470, 模型精度很高. 偏度

系数均在 0左右,峰度系数均在 3左右,说明单向纤

维力学参数基本服从正态分布.

3 单胞随机力学性能预测

单胞尺度下, 纤维束预测得到的力学性能响应

属于同一模型的不同响应, 故不可避免地存在变量

相关性. 此外,几何参数 a, b由于既参与纤维丝占纤

维束体积分数 Vf 的计算,又参与纤维束占单胞体积

分数 Vwarp和 Vweft的计算;而 Vf又与C11yarn等刚度矩

阵元素存在因果关系,故几何参数 a, b与C11yarn等刚

度矩阵元素之间也存在相关性. 随机响应预测过程

中若不考虑变量之间的相关性, 会使得预测结果出

现较大的偏离 [33].因此,单胞尺度的力学性能预测需

要充分考虑随机参数之间的相关性, 本文基于 Vine

Copula理论首先构造相关随机变量的联合概率分布,

然后基于 Rosenblatt 转换实现相关样本至独立样本

的转换,最后基于相互独立的样本并采用 PCE来实

现单胞尺度的拉伸弹性模量 Ex = Ey,拉伸弹性模量

Ez 和面内剪切模量 Gxy,面外剪切模量 Gxz = Gyz,泊

松比 vxy,及 vxz = vyz的随机预测,如图 8所示.

3.1 基于 Vine Copula的相关性模型构建

Copula函数能够建立一元边缘累积概率分布与

多元联合分布之间的关系 [34-35],为了描述的方便,设

定 Y = (C11yarn, C22yarn, C12yarn, C23yarn, C66yarn, a, b, h, l),

其联合累积概率分布 (cumulative distribution function,

CDF)表达式为

FY (y) = Pr
(
Y1 < y1,Y2 < y2, · · · ,YNU < yNU

)
(21)

式中, NU 为变量个数, Pr (·) 为累积概率算子. 基于

Sklar’s理论,联合 CDF可以重构成一系列边缘 CDF

的函数.

FY (y) = C
(
F1 (y1) , · · · , FNU

(
yNU

) |ϑ )
, y ∈ RNU (22)

式中, C (·) 表示 Copula 函数, 当所有的边缘 CDF 都

是连续函数时, Copula函数是唯一的; ϑ表示 Copula

参数向量.式 (22)可进一步写成

C (u |ϑ ) = FY

(
F−1

1 (u1) , F−1
2 (u2) , · · · , F−1

n (un)
)

u ∈ [0, 1]NU

(23)

式中, u为累积概率值向量. Copula函数有其对应的

Copula密度函数

c(u|ϑ) = ∂NU C(u|ϑ)
/
(∂u1, ∂u2, · · · , ∂uNU ) (24)

基于式 (24)可得联合 PDF

fY (y) = c
(
F1 (y1) , F2 (y2) , · · · , FNU

(
yNU

)) NU∏
i=1

fi (yi) (25)

对于相关性测度, 本文采用一种非线性测度

Kendall系数来进行描述. 相关模型的构建是基于累

积概率样本集, 因此原始样本集需要转换到对应空

间来进行相关模型的构造,即 Y → U. Copula理论为

多元相关建模提供了一种合理的方法, 但是目前主

要针对二元 Copula函数.随着维度的增加,构造一个

合适的多元 Copula 会变得越来越困难. 为了克服上

述局限性,采用 Vine Copula来将多元 Copula函数分
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解为一系列二元 Copula函数的组合来构造多元相关

模型.分解方法如下

fY (y) = f1 (x1) · · · fNU |1,2,··· ,NU−1 ·(
yNU

∣∣∣y1, y2, · · · , yNU−1

)
(26)

式中, f j|1,2,··· , j−1

(
y j

∣∣∣y1, y2, · · · , y j−1

)
, j = 2, 3, · · ·NU 是

边缘 PDF,其可以通过 Copula密度函数的偏导求得

fi| j
(
yi|y j

)
= ∂ci j

(
ui, u j

)
/∂u j (27)

观察式 (26)不难发现通过改变分解变量的顺序,

多元 Copula函数的分解方式多样. 本文采用基于图

形模型的 R-vine来进行结构构造 [36]. 该方法通过分

析变量之间的相关系数并基于最大生成树方法来确

定 R-Vine 的结构 [37]. 二元 Copula 函数存在多种形

式, 如 Gumbel Copula, Gaussian Copula, Frank Copula

等,且不同函数存在对应的 Copula参数.分别引入最

大似然估计方法和赤池信息准则 (Akaike information

criterion, AIC) [38]来确定最优 Copula参数和函数.

ϑ̂ = arg max
ϑ

L

L =
∑

ln c (F1 (y1i) , F2 (y2i) |ϑ)

 (28)

AIC = −2L + 2kϑ (29)

式中, kϑ是需要确定的 Copula参数数目.通过上述方

法的组合可逐步构造二元 Copula函数直到获得所需

要的多元 Copula函数.

3.2 独立性转换

基于 Vine Copula理论构造相关性模型后, 可通

过该模型生成相关累积概率样本集 u,该样本集无法

直接用于后续的不确定性分析, 故须先通过独立性

转换方法得到相互独立的样本集. 由于最大生成树

方法已经确定了 Vine Copula的结构, 即确定了随机

变量的转换次序,故此时采用 Rosenblatt转换会得到

唯一一组独立样本集.转换方法如下

û1 = u1

û2 = C (u2 |u1 )

· · ·
ûn = C (un |u1 , u2, · · · , un−1)


(30)

式中, û = (û1, û2, · · · , ûn)转换后的独立样本集.

Rosenblatt 转换实现了样本从相关到独立的转

换,即 U → Û. 进一步地采用 ŷi = Φ
−1 (ûi)可得到用

于不确定性传递的样本集,其转换表达式为 Û→ Ŷ.

3.3 预测结果分析

将 Vine Copula理论应用到平纹机织 CFRP单胞

尺度力学性能预测的相关模型建模中. 具有相关性

的参数为 (C11yarn, C22yarn, C12yarn, C23yarn, C66yarn, a, b),

几何参数 a和 b的 PDF已设定为高斯分布,力学性能

参数 (C11yarn, C22yarn, C12yarn, C23yarn, C66yarn)的 PDFs则

已通过纤维束尺度的随机预测获得. 得到的 R-Vine

树结构 1如图 9所示.

C66yarn C23yarn C12yarnC22yarnC11yarn

a

b

图 9 R-Vine树结构 1

Fig. 9 R-Vine tree structure 1

为了验证所构造的相关性模型的准确性, 基于

该模型产生随机样本并求解得到相关性系数, 该相

关性系数与原样本集相关性系数进行对比, 对比结

果如图 10中相关性矩阵所示. 相关性矩阵上对角矩

阵的相关性系数为原样本集计算得到的结果, 下三

角矩阵的相关系数为 Vine Copula模型计算得到的结

果. 对比矩阵里面的元素可发现相关性系数几乎一

致,绝对误差最大仅为 0.03,说明构造的相关性模型

精度很高.
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图 10 相关性矩阵对比

Fig. 10 Comparison of correlation matrix
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基于独立性转换方法将原样本集 Y 转换为用

于不确定性传递的样本集 Ŷ, 图 11 给出了 (C11yarn,

C22yarn)在空间 Y → U → Û → Ŷ转换过程. 可以看

出,最终获得了相互独立的样本集. 基于该样本集并

采用前述的 PCE方法来实现平纹机织 CFRP单胞的

力学性能预测. 设定多项式阶数为 5,预测得到的结

果如表 5所示.

所构造的 PCE 模型的验证误差最大为 0.080 6,

模型精度很高. 由于偏度系数值在 0左右,峰度系数

值在 3 左右, 说明单胞弹性力学性能参数基本服从

145

14.0

13.5

13.0

12.5

12.0

11.5

150 155 160 165

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

(b) U

(a) Y

(c) U
^

-2

-2

-3

-3

-4
-1

-1

0

0

1

1

2

2

3

3

(d) Y
^

图 11 样本集转换过程

Fig. 11 Transformation of samples

表 5 单胞力学性能随机预测结果
Table 5 Stochastic prediction results of mechanical

properties of unit cell

Property
µ/GPa σ Cs Ck

Relative

parameter error/%

Ex 60.38 0.99 0.06 3.05 4.45 × 10−2

Ez 9.88 0.20 0.15 2.98 1.86 × 10−2

Gxy 3.87 0.09 0.16 3.00 4.63 × 10−3

Gxz 3.42 0.09 0.14 3.07 1.01 × 10−2

vxy 0.036 5.0 × 10−4 0.06 3.09 8.06 × 10−2

vxz 0.47 5.0 × 10−3 0.04 2.94 4.45 × 10−2

正态分布.将单胞力学性能随机预测结果与表 1中的

确定性结果进行对比可以发现,随机预测结果的均值

与确定性结果基本一致,这说明了平纹机织 CFRP轴

向拉伸弹性模量和面内剪切模量的多尺度模型非线

性程度较低,使得随机预测结果的均值相对于确定性

结果波动较小; 也从侧面证明了传统确定性方法实

际上就是基于随机变量的均值来进行分析.此外,通

过计算得到随机预测结果的变异系数分别为 1.64%,

2.02%, 2.32%, 2.63%, 1.38%, 1.13%相比较于输入参数

1%的变异系数来说均有所提高, 表明不确定性相互

耦合且传递之后会对随机预测结果的方差产生放大

的影响.

4 结 论

本文针对现有平纹机织 CFRP力学性能预测研

究中的考虑随机参数不够全面, 不确定性传递方法

大多具有局限性以及对随机参数之间的相关性考虑

不够充分等问题,提出一种基于 PCE和 Vine Copula
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的平纹机织 CFRP随机力学性能多尺度预测方法.具

体工作与结论如下:

(1)该方法综合考虑了平纹机织 CFRP微观及介

观尺度的材料、结构随机参数,基于层级传递的策略

逐尺度地研究了力学性能参数的不确定性. 本方法

从根源上量化了不确定性, 并逐尺度地揭示了参数

的不确定性对各尺度力学性能的影响作用.

(2)随机力学性能预测结果表明,所构造的各尺

度 PCE模型的交叉验证误差均很低, 说明非嵌入式

PCE方法能够准确地实现各尺度力学性能的随机预

测.同时,由于 PCE模型能够解析地给出预测结果的

均值、标准差、偏度系数和峰度系数,能够进一步得

到参数的 PDF.

(3)该方法在预测过程中充分考虑了随机变量之

间的高维相关性,基于 Vine Copula方法和 Rosenblatt

转换实现了对相关性的建模与转换.相关性矩阵中系

数之间的绝对误差最大为 0.03,表明所构造的相关性

模型能够很好地反映原数据之间的相关性;而Rosen-

blatt转换与所构造的相关性模型相结合则能够很好

地实现样本集的独立性转换.
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