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摘要 结合损伤力学和分形几何理论 ,给出分数维空间中分形损伤变量定义ω( d ,ζ)及其解析表

达式. 指出欧氏空间损伤变量ω0 实际是分数维空间分形损伤变量ω( d ,ζ) 当维数取 Euclidean

维数时的一种特例 ,将欧氏空间损伤变量定义推广到分数维空间 ,建立起一种兼顾反映损伤细

观结构效应和宏观损伤力学分析需要的损伤定义与描述方法. 在此基础上 ,推导了材料损伤演

化律和损伤本构关系的分形表达形式. 作为例证 ,文中分析了单调压缩载荷下混凝土损伤及演

化行为 . 实验对比分析表明 :分形损伤模型较好地反映了混凝土实际损伤力学行为.
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引 　言

诱发材料宏观物理力学性能劣化的内部微裂纹或孔隙发育、演化行为称作损伤. 选择恰当
的损伤变量描述损伤及其演化律 ,建立损伤宏观力学响应与微细观结构效应之间的定量关系
是损伤力学研究最基本、同时也是最感兴趣的问题之一.

作为损伤间接描述方法 ,与微细观描述相比 ,宏观唯象描述具有可直接用于宏观损伤力学
分析的优越性 ,因而得到了普遍应用和发展[1～4 ] . 然而这种方法不能直观反映损伤微细观物理
机制 ,且多数情况下损伤定义缺乏明确的物理意义 ,损伤演化律和本构关系等力学分析模型也
多通过实验拟合确定 ,属经验或半经验性模型 ,适用性较差. 因此 ,建立一种既反映损伤细观结
构效应、又便于宏观损伤力学分析的损伤变量定义和描述方法 ,对于发展和应用宏细微观相结
合的损伤力学理论 ,解决工程实际问题具有重要和现实的意义.

近年来分形几何方法得到广泛应用 ,并已成为定量描述材料损伤断裂宏细微观力学行为

的有力工具[5～14 ] . 但目前研究集中于探讨损伤行为的分形特征 ,主要依赖实验数据拟合损伤

分形描述与宏观力学量之间的对应关系 ,分析模型基本属于经验性模型 ,局限性较强. 一般来

讲 ,分形物体或分形结构的物理力学行为呈现分形特征. 一个具有分形性质的物体或材料 ,其

内部结构可能也是一种分形[5～11 ] . 因此 ,需要在分形空间中考虑并建立描述分形损伤行为的

力学量和力学定律的表达式和运算法则[12～14 ] . 目前尚未见到这方面的系统研究.

本文目的是依据材料损伤演化具有分形性质的基本事实[4～17 ] ,结合损伤力学与分形理

论 ,提出一种兼顾损伤细观特征描述和宏观损伤力学分析需要的分形损伤变量 ,并给出损伤演

化律和损伤本构模型的分形表达式. 尝试将欧氏空间损伤力学中的损伤变量、损伤演化律和损

伤本构模型推广到分数维空间 ,探索分数维空间中描述分形损伤现象及相关力学行为的基本

理论与方法. 作为实例 ,文中分析了单调压缩载荷作用下混凝土材料的损伤及演化行为 ,并与

实验结果进行了对比.
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1 分形损伤变量定义

1 . 1 分形损伤域与分形损伤余域

研究表明 :材料损伤过程中损伤区微裂纹常呈现类似图 1 所示的分布及演化特征 ,损伤区

微裂纹分布、结构及演化具有明显的统计自相似性 ,表现为分形[9 , 11～13 , 15～17 ] .

图 1 损伤区微裂纹的分形分布及演化特征 [15 ,16 ] (图中 a 为区域的周界长度)

Fig. 1 Characteristics of fractal distribution and evolution of micro/ meso cracks[15 ,16 ]

( a is the side length of boundary of the area)

图 2 典型分形损伤单元

Fig. 2 Representative fractal
damage element

假定 R n 空间中材料承载单元内的分形损伤微裂纹分布如图 2

所示 (如岩石、混凝土等) . 抽象地 ,令 E0 表示 R n 空间中一个典型承

载单元内所有组份的集合 ,包括晶格或集料、微细观裂纹等 ,称该集

合在空间 R n 所占的区域为一个“典型域”. 令集合 E 代表 R n 空间中

呈分形分布的微细观裂纹的全体 ,称 E 在空间 R n 中所占的区域为

“分形损伤域”,简称“损伤域”. 令 �E 代表 R n 空间中集合 E0 内除微

细观裂纹以外的所有组成元素的全体 ,称 �E 在空间 R n 所占的区域

为“分形损伤余域”,简称“损伤余域”. 损伤余域可以看作是从典型

域中“抠去”损伤域后形成的一种空间. 可以看出 , R2 空间 (即平面

空间)中 , E0 对应于边长为 a 的整个区域 (如图 2) , E 对应于平面内的损伤裂纹全体 , �E 对应

于除损伤裂纹以外的平面区域.

根据差集[5 , 9 , 12～14 , 18 ]定义 ,损伤余域集合 �E 可由差集表示为 :

�E = E0 - E = E0 \ E (1)

式中 , E0 \ E 表示属于 E0 但不属于 E 的元素集合.

根据集合和分形几何理论[5 ,9 ,12～14 ,18 ] ,代表各区域的集合在数学上满足以下关系 :

E Α E0 , 　�E Α E0 , 　E ∪ �E = E0 (2)

1. 2 损伤域、损伤余域的测度及其 Hausdorff 测度

1. 2. 1 损伤域、损伤余域的测度

根据测度理论[5 ,9 ,12～14 , 18 ] ,若任意集合 A i < R n ,令 M ( A i) 表示集合 A i 的测度 ,对于

R n 的每个子集的 M 均赋予一非负实数或 ∞ ,有以下关系成立 :

(a) M ( «) = 0 ,其中 «为空集 ;

(b) 若集合 A , B : A < B ,则 M ( A ) Φ M ( B ) ;

(c) 若 A i ( i = 1 ,2 , ·s , K) 是一组 K 个有限集序列 ,即 : M ∪
K

i = 1
A i Φ 6

K

i = 1

M ( A i) ;

103第 3 期 谢和平等 :分数维空间中的损伤力学研究初探 　　　



(d) 若 A i 为不交的 Borel 集 ,则 M ∪
K

i = 1
A i = 6

K

i = 1
M ( A i) .

根据测度定义和基本性质 ,若集合 A , B 是可测集 ,且 A ∩B = «;若 C = A ∪B ,则 C

也是可测集. 由可测集的完全可加性质 ,有

M ( C) = M ( A ) + M ( B ) (3)

注意 ,这里的测度指集合的抽象测度 ,任意具体形式的测度均满足关系式 (3) .

不失一般性 ,定义 M ( E) , M ( �E) 和 M ( E0) 分别表示空间 R n 中损伤域 ,损伤余域及典

型域 E , �E和 E0 的测度.由于集合 E , �E可测且互不相交 , E ∩�E = «,而且满足关系式 (2) ,即

E0 = E ∪ �E = E ∪ ( E0 \ E) = E ∪ ( E0 - E) (4)

故 E0 为可测集 ,由关系式 (3)得

M ( E0) = M ( E) + M ( �E) (5)

或

M ( �E) = M ( E0) - M ( E) (6)

式 (5)或 (6)给出了损伤域、损伤余域和典型域的集合测度之间的相互关系.

1. 2. 2 损伤域、损伤余域的 Hausdorff 测度

Hausdorff 测度是集合测度的一种具体形式 ,表征任意维被测集合的大小 ,它是被测对象

在 Euclidean 空间中的长度 (1 维) 、面积 (2 维)和体积 (3 维)在任意维数空间中的推广. 因此 ,可

以用集合 E , �E 和 E0 的 Hausdorff 测度来定量表征分形损伤域、损伤余域和典型域在 R n 空间

中所占区域大小.

以损伤域 E 为例 ,由 Hausdorff 测度及等价定义[5 ,9 ,12～14 ,18 ] ,令 { B i} 是集合 E 的一族覆

盖球族 , E < ∪
i

B i ,给定任意一个覆盖球族 B i 对应于无量纲码尺ζi = ri/ a (这里 ri 为有量纲

度量码尺 , a 为被覆盖区域的特征尺寸. 在 R2 平面区域上 a 为区域的边长) ;对任意一个非负

实数 0 < ζ < 1 ,有 0 < max (ζi) Φζ . 由 Hausdorff 测度定义 ,给定一个非负实数 d , E 的

Hausdorff 测度可表示为

H ( d , E) = lim
ζ

i
 0

inf C ( E) 6
∞

i = 1

ζd
i :{ B i} 是 E 的ζ2球覆盖 (7)

其中 d 为集合 E 的 Hausdorff 维数 , C ( E) 为反映量纲的常数.

同理 ,对于相同的ζ2球覆盖 { B i} ,集合 �E 和 E0 的 Hausdorff 测度可分别表示为

H ( �d , �E) = lim
ζ

i
 0

inf C ( �E) 6
∞

i = 1

ζ�d
i :{ B i} 是 �E 的ζ2球覆盖 (8)

H ( de , E0) = lim
ζ

i
 0

inf C ( E0
) 6

∞

i = 1

ζd
ei :{ B i} 是 E0 的ζ2球覆盖 (9)

其中 �d f , de 分别表示损伤余域集合 �E 和典型域集合 E0 的 Hausdorff 维数 , C ( �E) , C ( E
0
) 为反

映量纲的常数. 注意到 ,任意集合 X 的 Hausdorff 测度 H ( d , X) 当 Hausdorff 维数 d 取整数 n

时 , H ( d , X) 与其 n 维 Lebesgue 测度相差一个常数项[5 ,9 ,12～14 ,18 ] . 由于任一集合 X 的 n 维
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Lebesgue 测度代表被测集在整数维空间中的广义面积和体积 ,故 n 维 Hausdorff 测度 H ( n ,

E) , H ( n , �E) 和 H ( n , E0) 实际代表任意整数维空间中的损伤域 E ,损伤余域 �E 和典型域

E0 的欧氏广义面积或体积 ,即不考虑分形效应时的表观面积或体积. 从这个意义上讲 ,测度

H ( d , E) , H ( �d , �E) 和 H ( de , E0) 实际是整数维空间各区域的欧氏面积或体积在分数维空间

中的推广 ,即考虑分形特征时各区域的广义面积或体积.

1 . 3 分形损伤变量定义

欧氏空间损伤力学理论中表观损伤变量的一个最基本定义为[1～4 ]

ω0 = A / A 0 = 1 - �A / A 0 (10)

其中 A 为承载面的损伤面积 , �A 为损伤后的有效截面积 , A 0 为承载面的初始截面积 ,这里面

积指二维欧氏空间中各区域的表观面积. 本文称欧氏空间损伤变量ω0 为表观损伤变量.

众所周知 ,一个客观物理量的定义、力学本质和力学定律在任何度量空间中均应是普适

的 ,具有客观不变性[19 ,20 ] . 研究分数维空间中的力学理论的基本假设是[12～14 ] : 经典力学的物

理假设和定义在分数维空间中仍然成立 ;物理假设、定义和力学定律具有形式不变性. 这里形

式不变并不意味着完全等同 ,分数维空间中的力学量可能由不同的形式来表述.

考虑到式 (10)是欧氏整数维空间中不考虑损伤分形效应时的损伤变量定义 ,对分形损伤

行为而言 ,类比表观损伤变量定义 ,可采用分形损伤区域的广义面积或体积 H ( d , E) , H ( �d ,

�E) 和 H ( de , E0) 来定义分形损伤变量 ,即

ω( d) =
H ( d , E)

H ( de , E0)
= 1 -

H ( �d , �E)
H ( de , E0)

(11)

其中 H ( d , E) , H ( �d , �E) 和 H ( de , E0) 分别表示分数维空间中考虑分形效应时的损伤域 E 、

损伤余域 �E 和典型域 E0 的广义面积或体积. 不难看出 :当维数 d 或 �d 取 Euclidean 整维数 2. 0

时 ,测度 H ( d , E) , H ( �d , �E) 和 H ( de , E0) 为被测区域的欧氏面积 : H (2 , E) = A , H (2 ,

�E) = �A , H (2 , E0) = A 0 ,定义式 (11)退化为式 (10) . 表明欧氏空间表观损伤变量ω0 实际是

分形损伤变量ω( d) 在 Hausdorff 维数 d 或 �d 取 Euclidean 维数时的一种特例 ,分形损伤变量

是欧氏空间表观损伤变量在分数维空间中的推广. 需要说明的是 ,式 (11) 表明 ,损伤域和损伤

余域的维数 d 和 �d 不相互独立. 故这里分形损伤变量仅表示成了ω( d) 的形式.

1 . 4 分形损伤变量的解析表达形式

类似于自然和物理分形现象 ,损伤分形不同于严格的数学分形 ,是有限范围内的分形. 具

有分形特征的损伤域 E 实际是一个有标度的分形区域 ,因此 ,对损伤域 E 的ζ2球覆盖是存在

上、下限的有限次覆盖.

特征标度 0 < rl Φ ri Φ ru 范围内 ( rl , ru 指分形标度域的上、下限 , rl 取决于细观结构

的特征尺度) ,取ζ2球覆盖的无量纲码尺ζi 充分小 : 0 < ζl Φζi Φζu Φ 1 ,其中ζl = rl/ a ,

ζu = ru/ a . 以空间 Rn 中的损伤区域为例 ,假设当前标度下对应于无量纲码尺ζΦζi 的ζ2球覆

盖 , d 维损伤域 E 存在 N ( d) (ζ) 次的有限次覆盖 ; �d 维损伤余域 �E 存在 N ( �d) (ζ) 次的有限次覆

盖 ;典型域 E0 存在 N ( d
e
) (ζ) 次的有限次覆盖 ,那么 ,根据式 (7) ～ (9) ,分形损伤域 E , 损伤余域

�E 及典型域 E0 的测度即它们的广义面积或体积可足够精确地表示为
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H ( d , E) = lim
ζ

i
 0

inf C ( E) 6
N ( d)

i = 1

ζd
i = C ( E) N ( d) (ζ)ζd (12)

H ( �d , �E) = lim
ζ

i
 0

inf C ( �E) 6
N ( �d)

i = 1

ζ�d
i = C ( �E) N ( �d) (ζ)ζ�d (13)

H ( de , E0) = lim
ζ

i
 0

inf C ( E
0
) 6

∞

i = 1

ζd
ei = C ( E

0
) N ( d

e
) (ζ)ζd

e (14)

将式 (12)～ (14)代入式 (11)中 ,分形损伤变量ω( d) 改写为

ω( d ,ζ) =
C ( E) N ( d) (ζ)

C ( E
0
) N ( d

e
) (ζ)

ζd - d
e = 1 -

C ( �E) N ( �d) (ζ)

C ( E
0
) N ( d

e
) (ζ)

ζ�d - d
e (15)

　　引入初始条件 :当损伤域 E 和损伤余域 �E 的 Hausdorff 维数取 Euclidean 维数 ,即 d = de ,

�d = de 时 ,分形损伤变量ω( d ,ζ) 为表观损伤变量ω0 ,即 : ω( d ,ζ) | d = d
e
或�d = d

e
= ω0 . 注意

到 ,对任一确定的损伤状态而言 , N ( d) (ζ) , N ( �d) (ζ) 和 N ( d
e
) (ζ) 仅与ζ2球覆盖的码尺ζ相

关 ,为ζ的函数. 分形损伤变量表达式 (15)改写成

ω( d ,ζ) = ω0ζ
d - d

e或ω( d ,ζ) = 1 - (1 - ω0)ζ�d - d
e (16)

　　该式即为用分形域维数和度量码尺表征的分形损伤变量的解析表达式 ,其中 d , �d 分别

为损伤域和损伤余域的 Hausdorff 维数 , de 为典型域的 Euclidean 维数 ,ω0 为欧氏空间表观损

伤变量. 考虑到 Hausdorff 维数的等价定义和盒维数定义 ,实际应用中维数 d , �d 可近似取为

分形集的盒维数即分形维数 ,因此式 (16)实际给出了以分形维数 d (或 �d )和度量码尺ζ表征

的分形损伤变量. 对于图 2 的 R2 平面空间中的分形损伤行为 ,分形损伤变量可具体写成为

ω( d ,ζ) = ω0ζ
d - 2或ω( d ,ζ) = 1 - (1 - ω0)ζ�d - 2 (17)

1 . 5 分形损伤变量ω - d 和ω - ζ的相关性

式 (16)表明分形损伤变量ω( d ,ζ) 与损伤域分维 d (或损伤余域的分维 �d )和度量码尺ζ相

关. 事实上 ,研究证实损伤过程中不同时期材料的损伤程度不同 ,损伤域不同 ,损伤域分维 d 随

之变化[9 ,11～14 ,17 ] . 因而分形损伤变量ω( d ,ζ) 必然与损伤域分维 d 有关. 由于损伤区分维表

征损伤分布及演化的不规则性 ,因而分形损伤变量实际反映了损伤分布及演化不规则性对损

伤量的影响. 另一方面 ,对一个确定的损伤状态而言 ,损伤域分维 d (或损伤余域分维 �d ) 是不

变量 ,当考虑微细观裂纹分布和结构的分形效应时 ,由于具有精细结构 ,因而当度量码尺ζ由

大到小变化时 ,观测到的微细观裂纹的数目和精细结构增多 ,分形损伤量ω( d ,ζ) 增大.这与考

虑分形效应时的分形裂纹扩展长度 L ( d
f
) 与度量码尺η之间关系 L ( d

f
) = L 0η

1 - d
f 十分相似 ( L 0

为不计裂纹分形结构效应时的表观裂纹扩展长度 , df 为分形维数) [7 ,9 ,11～14 ] . 当不计损伤分形

效应 ,即损伤区分维 d = de 时 ,由式 (16) 知 ,分形损伤变量ω( d ,ζ) = ω0 ,与度量码尺ζ无

关 ,分形损伤变量退化为欧氏空间中的表观损伤变量. 可见 ,正是由于考虑损伤分形效应 ,分形

损伤变量ω( d ,ζ) 才随度量码尺的变化而变化. 分形损伤变量反映了材料微细观结构对损伤

量的影响. 数学意义上 , 0 <ζ< 1 , 0 < d Φ de , 由定义式 (16)有 :ω0 Φω( d ,ζ) = ω0ζ
d- d

e <
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∞.表明当分形损伤域的度量码尺ζ无限细分时 ,分形损伤量ω( d ,ζ) 趋于无穷大. 然而在物理

意义上 ,损伤是一种有标度域的自然分形 ,即 : 0 <ζl <ζi <ζu < 1 ,下限ζl 取决于材料微细观

结构 ,与所研究问题的最小特征尺度有关 ;上限ζu 为被覆盖区域的宏观尺度. 因此 ,分形损伤

变量ω( d ,ζ) 实际被界定在有限范围

0 Φω0 = ω( d ,ζu) Φω( d ,ζ) Φω( d ,ζl) Φ 1 (18)

之内 (本文以下实例将具体分析这一点) . 在该有限范围内 ,分形损伤量ω( d ,ζ) 大于等于表观

损伤量 ,并随度量码尺的减小而增大. 分形损伤变量与度量码尺的相关性是分形损伤变量
ω( d ,ζ) 区别于欧氏空间表观损伤变量的重要特征.

可见 ,分形损伤变量ω( d ,ζ) 分别通过分维 d 和分形度量码尺ζ定量反映了损伤分布及

演化的不规则性和材料微细观结构对损伤量的影响 ,它是表观损伤变量ω0 在考虑损伤分形效

应时的推广. 该定义的各参数物理意义明确 ,容易确定 ,适用于宏观损伤力学分析.

2 分形损伤演化律

损伤变量定量描述了损伤全过程某一确定的损伤状态. 损伤演化律则表征各个损伤状态

演化所遵循的基本规律. 类比欧氏空间的损伤演化分析方法[1～4 ] ,可根据与分形损伤有关的耗

散势来构造分形损伤演化律.

考虑损伤分形效应 ,分数维空间中与分形损伤有关的耗散势可表达为[1～4 ,17 ]

Fω( Yω( d ,ζ) ; ( p ,ω( d ,ζ) ) ) =
Y2
ω( d ,ζ)

2 m ( d) [1 - ω( d ,ζ) ]
H ( p - pω( d ,ζ) ) (19)

式中 : ω( d ,ζ) 为分形损伤变量 ; Yω( d ,ζ) 为考虑损伤分形效应时的分形损伤应变能释放率 ,可表

示为 : Yω( d ,ζ) =
we ( d ,ζ)

1 - ω( d ,ζ)
,其中 we ( d ,ζ) 为计及损伤分形效应的弹性应变能密度函数 :

we ( d ,ζ) = 1/ 2αijklε
e
ijε

e
kl [1 - ω( d ,ζ) ] ; m ( d) 为与分维有关的材料常数 ; H( p - pω( d ,ζ) ) 为考虑损

伤演化阈值现象而引入的阶跃函数 ,即当累积塑性应变 p 超过阈值 pω( d ,ζ) 时方产生损伤 ,有 :

H( p - pω( d ,ζ) ) =
1 p Ε pω( d ,ζ)

0 p < pω( d ,ζ)

,其中 pω( d ,ζ) 为对应于分形损伤起始时的累积塑性应变阈值.

由不可逆热力学状态律[1～4 ,17 ] ,分形损伤演化律可表示为

Ûω( d ,ζ) =
5 Fω( Yω( d ,ζ) ; ( p ,ω) )

5 Y ( d ,ζ)
Ûλ( d ,ζ) (20)

其中λ( d ,ζ) 为考虑分形效应时的标量乘子函数[1～4 ,17 ] : Ûλ( d ,ζ) = Ûp [1 - ω( d ,ζ) ] . 代入

Ûλ( d ,ζ) 和式 (19)有

Ûω( d ,ζ) =
Yω( d ,ζ)

m
Ûp H ( p - pω( d ,ζ) ) (21)

或

Ûω( d ,ζ) =
w e ( d ,ζ)

m [1 - ω( d ,ζ) ]
Ûp H ( p - pω( d ,ζ) ) (22)

式 (21)或 (22)为分形损伤演化律的一般表达式.

引入关系ω( d ,ζ) = ω0ζ
d - d

e ,得到考虑损伤分形效应时的损伤演化律

Ûω0 + Ûdlnζω0 =
w e ( d ,ζ) ·ζd

e
- d

m [1 - ω( d ,ζ) ]
Ûp H ( p - pω( d ,ζ) ) (23)
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其中 : Ûω表示表观损伤变化率 , Ûd 表示损伤域分维值变化率 , p 为表示累积塑性应变. 当不考

虑损伤分形效应时 ,分形维数 d = de ,式 (23)退化为欧氏空间表观损伤演化律

Ûω0 =
w e

m (1 - ω)
Ûp H ( p - pω) (24)

3 分形损伤本构关系

不失一般性 ,考虑材料弹塑性损伤行为 ,由不可逆热力学原理[1～4 ] ,空间 R n 中考虑损伤分

形效应的势函数 F 可以表示为[17 ]

F ( d ,ζ) = ( �σ - X) eq , ( d ,ζ) - R - σy +
3

4 X ∞
X ij X ij - Fω( d ,ζ) ( Y ( d ,ζ) : (γ,ω( d ,ζ) ) ) (25)

式中前三项 ( �σ - X) eq , ( d ,ζ) - R - σy 为加载函数 , R 表示各向同性硬化引起的应力 ,σy 表示

材料屈服应力 , ( �σ - X) eq , ( d ,ζ) =
3
2

σij

1 - ω( d ,ζ)
- X ij

σij

1 - ω( d ,ζ)
- X ij

1
2

,σij 表示

应力偏张量 , X ij 为随动应变强化引起的应力偏张量 ;势函数第四项与非线性运动硬化有关的 ,

X ∞为表征非线性运动硬化的特征量. Fω( Y ( d ,ζ) : (γ,ω( d ,ζ) ) ) 项为与分形损伤演化有关的

势 ,γ表示与 R 相伴产生的损伤累积塑性应变 , Y ( d ,ζ) 为分形应变能释放率.

根据不可逆热力学状态律[1～4 ] ,计及损伤分形效应的材料本构方程可写成为[17 ]

εp
ij , ( d ,ζ) =

5 F ( d ,ζ)

5σij
Ûλ( d ,ζ) (26)

代入 Ûλ( d ,ζ) , 关系式 (25)和分形损伤变量表达式ω( d ,ζ) = ω0ζ
d - d

e ,有

εp
ij , ( d ,ζ) =

5
5σij

3
2

σij

1 - ω0ζ
d - d

e
- X ij

σij

1 - ω0ζ
d - d

e
- X ij

1
2

Ûp (1 - ωζd - d
e) (27)

该式即为考虑损伤分形效应的材料分形损伤本构关系. 其中ω0 为表观损伤量 ; d 为 R n 空间损

伤域分维值 ;ζ为分形度量码尺 ,反映材料微细观结构的特征尺度 ; de 为 Euclidean 维数.

对于 R2 空间一维弹性损伤行为 ,材料分形损伤本构关系可简化表示成[17 ]

σ = E 1 - ω0ζ
d - 2 ε (28)

式中 d 代表损伤区分维值 , E 代表无损材料弹性模量 ,ε为弹性应变值.

可见 ,由于引入了分形损伤变量ω( d ,ζ) ,分形损伤演化律和分形损伤本构关系直观反映

了损伤分布及演化的不规则性和材料微细观结构特征的影响 ,揭示了材料宏观力学性能变化

对损伤微细观结构效应的依赖关系. 由于不涉及具体材料 ,本文上述分形损伤变量定义和由此

导出的分形损伤演化律和分形损伤本构关系具有一般性.

4 混凝土的分形损伤分析

作为应用 ,本文具体分析了一维单调压缩荷载作用下混凝土的分形损伤及演化行为[17 ] ,

加载模式如图 3 所示.

4 . 1 分形损伤及演化

考虑到混凝土损伤分布及演化的分形特征 (如图 4 所示) [17 ,21 ] ,由分形损伤变量定义 ,混
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图 3 加载示意图

Fig. 3 Pattern of loads

凝土承载面内的分形损伤ω( d ,ζ) 可表示为[17 ]

ω( d ,ζ) = 1 - 1 -
εr

ε
Er

E0
ζd - 2 (29)

其中 : d 为混凝土承载面分形损伤区的分形维数 ,由试样横剖面的

显微观测实验测取[17 ,21 ] . ε为加载过程中的混凝土瞬时应变 ,εr 为

卸载时表观残余塑性变形 ; E’, E0 分别为加载过程中混凝土卸载

模量和初始弹性模量. 这些均可由混凝土实测应力2应变曲线确

定[17 ] .

代入各损伤时期损伤区的分维值 d ,可以计算出各阶段混凝土

图 4 混凝土承载面内细观裂纹及其分布的显微观测 [17 , 21 ]

Fig. 4 Graphics of micro/ meso cracks and its distribution on cross section of concrete [17 , 21 ]

的分形损伤大小[17 ] . 考虑到分形损伤的标度域及其实际物理意义 ,由关系式 (18) 可得到对应

不同分形维数的损伤分形的标度域下限ζl .取ζl 最大值 ,混凝土损伤分形的物理标度域范围为

0 . 263 = ζl Φζ Φζu = 1 (30)

　　图 5 给出了ζ = 1/ 2 , 2/ 5 , 1/ 3 和 2/ 7 时的分形损伤ω( d ,ζ) 随应力水平σc/ f′c 变化的

趋势. 为分析对比 ,图中同时给出了表观损伤ω0 的演化趋势. 结果表明 :混凝土分形损伤与表

观损伤具有相同的演化趋势 ,但考虑损伤分形效应时的混凝土损伤量大于表观损伤量 ,而且混

凝土分形损伤量随度量码尺减小而增加.

4 . 2 分形损伤本构关系

由前述的分形损伤力学分析 ,一维条件下混凝土分形损伤本构关系可表达为

σ( d ,ζ) (ε) = (1 - ω( d ,ζ) ) E0ε或σ( d ,ζ) (ε) = 1 - ω0ζ
d - 2

E0ε (31)

式中ω0 为混凝土表观损伤量 ,由文献[17 ]确定 ; E0 为初始弹性模量 ;ε为加载过程总应变. 进

一步展开有

σ( d ,ζ) (ε) = (1 - ω0) E0ε+ (1 - ζd - 2)ω0 E0ε (32)

令Δσ( d ,ζ) (ε) = (1 - ζd - 2)ω0 E0ε ,代入式 (32) ,上式可改写成

σ( d ,ζ) (ε) = σ(ε) +Δσ( d ,ζ) (ε) (33)

这里Δσ( d ,ζ) (ε) 项是由于损伤分形效应引起的应力响应增量 ,混凝土分形损伤应力2应变响应

相当于表观损伤应力2应变响应和计及损伤分形效应增量的两部分叠加. 由文献 [ 17 , 21 ]实验
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结果 ,图 6 给出了考虑损伤分形效应影响的混凝土应力2应变响应和实验结果的对比 ,其中度量

码尺ζ根据实验用混凝土的骨料尺寸和损伤分形的物理标度域[式 (30) ]确定 ,取ζ = 1/ 315 , 该

尺度反映界面上出现微细观裂纹的最小骨料尺寸. 图中同时给出了表观损伤应力2应变曲线. 结

果表明 :混凝土分形损伤应力2应变曲线较表观损伤应力2应变曲线更接近于实验值 ,混凝土分

形损伤本构模型较好地反映了混凝土的实际损伤力学行为.

图 5 混凝土分形损伤量及演化趋势

Fig. 5 Fractal damage of concrete

and its evolution

图 6 混凝土的分形损伤应力2应变响应

Fig. 6 Stress - strain responses of

concrete with fractal damage

5 小 结

本文结合损伤力学和分形几何理论 ,给出了分形损伤变量定义 ,推导了分形损伤演化律和

分形损伤本构关系的表达形式 ,将欧氏空间中的经典损伤变量定义、损伤演化律和损伤本构关

系推广到分形空间. 主要结论包括 :

1)分形损伤变量可由欧氏空间表观损伤变量ω0 表示为ω( d ,ζ) = ω0ζ
d - d

e 或ω( d ,ζ) =

1 - (1 - ω0)ζ�d - d
e . 表观损伤变量ω0 实际是分形损伤变量ω( d ,ζ) 在损伤域分维 d 或损伤余

域分维 �d 取 Euclidean 维数时的一种特例. 分形损伤变量是表观损伤变量在考虑损伤分形效应

时的推广 ,反映了损伤微细观特征对表观损伤量的影响.

2)分形损伤变量ω( d ,ζ) 与分维值 d (或 �d )和度量码尺ζ有关. 码尺相关性是分形损伤

变量区别于表观损伤变量的主要特征. 混凝土分形损伤分析表明 ,考虑损伤分形效应时的损伤

量大于表观损伤量 ,分形损伤量随度量码尺减小而增加 ,损伤分形描述反映出损伤的实际物理

状态.

3)尝试建立了考虑损伤分形效应的材料分形损伤演化律和分形损伤本构关系 ,揭示了宏

观损伤力学性能变化对损伤微细观结构效应的依赖关系. 混凝土实验和理论分析表明 :混凝土

的分形损伤力学模型更接近于实际力学响应.
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A STUD Y OF DAMA GE M ECHAN ICS THEOR Y IN

FRACTIONAL DIM ENSIONAL SPACE1)

Xie Heping 　J u Yang
( China U niversity of Mining and Technology , Beijing Cam pus , Beijing 100083 , China )

Abstract 　Of most importance in continuum damage mechanics is how to properly define a

damage variable that is available for describing damage degree and its evolution. It plays a key role

in correlating macro mechanical responses to their internal micro/ meso damage effects in

materials. As one of widely2accepted effective approaches to define a damage variable , macro

phenomenological definition performs a great advantage of being easily utilized in analyzing macro

damage mechanical responses of materials and structures. Nevertheless , the definition cannot

reflect int rinsic mechanism of damage properties. The majority of phenomenological definitions are
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deficient in physical meaning , and most of proposed mechanical models for damage evolution and

constitutive equation are empirical ones that have very limited applicability. For applying damage

mechanics to accurately explaining and elucidating damage and rupture phenomena in materials

and structures , it is essential to determine a damage variable that can not only quantitatively state

damage intrinsic mechanism but also be easily adopted in macro damage analyses.

In the present paper ,a fractal damage variableω( d ,ζ) is proposed , which can not only reflect

internal damage mechanism but also be fitted to macro damage mechanics analyses. Furthermore ,

the fractal expressions of damage evolution laws and damage constitutive equation are deduced in

terms of definition of fractal damage variable. As an example , damage mechanical behaviors of

concrete under uniaxial compressive stress have been discussed by means of the proposed method.

It is shown that f ractal damage variableω( d ,ζ) to be defined at f ractional dimensional space

actually is a generalized case of the apparent damage variable ω0 which is defined at Euclidean

space. The fractal damage variableω( d ,ζ) will be the same asω0 when the fractal dimension d is

equal to Euclidean integer dimension. The concept of damage variable in continuum damage

mechanics has been extended from Euclidean space to fractional dimensional space. The discussion

also indicates that f ractal damage variable ω( d ,ζ) depends on fractal dimension d and measure

scaleζ . The dependency on measure scale is a hallmark of fractal damage variable to be differed

from the apparent damage variable ω0 . The analyses of f ractal damage of concrete implies that

f ractal damage is higher than apparent damage if the fractal effects of damage is considered.

Fractal damage increases when the measure scale decreases. Additionally , the investigation shows

that f ractal models of damage evolution law and damage constitutive relationship for concrete are

better in agreement with the actual damage evolution and stress2st rain responses. The models

quantitatively manifest the dependence of macro mechanical behaviors on their internal micro/ meso

damage effects.

Key words 　damage , f ractal , f ractional dimensional space , f ractal damage variable , f ractal

damage evolution law , fractal damage constitutive equation
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