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摘要 　用两点四阶差分格式研究旋转圆锥超音速三维边界层的横流不稳定性和壁面冷却对稳定性的

影响 1 数值结果表明 ,与二维边界层相比横流使三维边界层第一模式增长率增大 ,对第二模式影响很

小 ; Me < 413 第一模式最不稳定 , Me > 413 第二模式最不稳定 ;三维边界层最不稳定第二模式是三维

波 ,二维边界层则为二维波 ;壁面冷却对第一模式起稳定作用 ,对第二模式起不稳定作用 1
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引 　言

后掠翼三维边界层具有多种失稳机制 ,其中横流不稳定性起主导作用 ,是研究三维边界层的

焦点 1 由于实验研究还不充分 ,至今人们对三维边界层失稳机理的认识还不深入 ,已有的结果也

不尽一致 ,仍有一些亟待解决的问题[1 ]1 可压缩性对横流不稳定性的影响就是需要深入研究的

问题 1 本文将详细讨论超音速、高超音速三维边界层的横流不稳定性 1
Kobayashi 等通过实验及理论分析绕旋转圆锥的不可压缩流动 ,证明所得的结果可以直接应

用于后掠翼三维边界层[2 ,3 ]1 就高速后掠翼而言 ,即便平均流的计算也是困难问题 ,因此旋转圆

锥是研究高速三维边界层横流不稳定性的最合适的模型 1 影响可压缩边界层稳定性数值结果的

重要因素是数值方法及热力学参数的合理近似 1 本文将 Mack 的四阶精度紧密差分格式用于求

解超音速、高超音速的稳定性问题 ,最大马赫数为 8 [4 ]1 考虑到高速边界层内温度变化很大 ,放弃

了可压缩稳定性分析传统方式 (粘性系数 Suthland 公式、常数普朗特数和等压比热) ,而直接用

高阶多项式拟合空气热力学参数实验数据[5 ]1

1 　三维边界层平均流

均匀超音速流流过零攻角旋转圆锥 ,半锥角θ= 15°,旋转角速度Ω1 如图 1 所示 ,ξ为流向

坐标 ,ζ指向锥面垂直方向 ,η为圆周方向坐标 1 设 U , V , W 为ξ,ζ,η方向的速度分量 ,经过

Mangler 变换后速度为 �U = U , �W = W , �V =
L
r

V +
d r
dξ

1
r
ζU r

ve s

,当Ω≠0 时经变换的方程无相似
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图 1 　坐标系

Fig11 　Coordinate axis

解 ,为减少方程对 M e 数、壁面及外缘温度 Tw ,

Te 及其他可变参数的依赖 ,取 Falknar - Scan 变

换的可压缩形式

d s =
ρeUe

μex

4 13

1/ 2 ρ
ρe

d y ,

ψ( x , y) = (ρeμeUex) 1/ 2 f ( x , s)38　　　 　　 　　　 　　　 　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　 　　 　　　　　　 　　　　　　 　　 　　　　 　　　　　　 　　　 　　　 　　　　　 　分析绕

(112)

式中ρeμeUehe 为边界层外缘的密度、粘性系数、流向速度和焓 , w ( x , s) , g ( x , s) 分别是无量纲

的周向速度分量和比焓 1 取 L = 1 ,利用上式三维可压缩边界层方程变为

( bf″)′+ m 1 f f″+ m 2 ( g - f′2) +
w 2

3
= x f′5 f′

5 x
- f″5 f

5 x
= 1　° (113)

( bw′)′+ m 1 f w′- m 3 f′w = x f′5 w
5 x

- w′5 f
5 x

= (114)

( eg′)′+ m 1 Cpf g′+ (γ - 1) M 2
eb ( f″2 + w′2) = x Cp f′5 g

5 x
- g′5 f

5 x
g　 ile (115)

式中 , Cp 为等压比热 , M e 是边界层外边界处的马赫数 ,边界条件为

s = 0 , 　f′= f = 0 , 　w =
Ω
Ue

(3sinθ) 1/ 3 , 　g′= 0 或 g = hw / he (116)

s = se , 　f′= 1 , 　w = 0 , 　g = 11

参数 b =
ρμ
ρeμe

, m 1 =
1
2

1 +
x

ρeμe

d (ρeμe)

d x
+ m 2 f o　 lt i, m 2 =

x
Ue

d Ue

d x
, m 3 = m 2 + 1/ 3 , e = bCp/ Pr1 本文

用盒式方法求解方程 (113)～ (116) [6 ]1

2 　扰动方程

考虑平均流对无限小扰动的线性稳定性 1 为此在平均流 qs 上叠加上小扰动 q′,则瞬时速度

流场可表示为

q (ξ,ζ,η, t) = qs (ζ) + q′(ξ,ζ,η, t) (211)

其中 qs = ( us , w s , T , p) 为平均流 , q′= ( u′, v′, w′,τ′, p′) 为无限小扰动 1 假定空气是完全气

体 ,处于平衡态 ,粘性系数μ和热传导系数 k 只是温度的函数 1 温度扰动量是无限小量 ,粘性系

数可展成

μ = μs +
dμs

d T
τ′ (212)
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　　以边界层外缘参数 Ue ,ρe , Te ,μe , ke , Cp
e
及特征长度δ=

V eξ
Ue

使各参数无量纲化 1 根据局

部平行流假定 ,小扰动 q′可表示成

q′= Φ(ζ) exp [i (αξ+ mη - ωt) ] + c1c1 (213)

其中 c1c1 表示共轭 ,α, m 分别为流向和周向波数 ,ω为频率 1 时间模式α, m 为实数 ,ω为复

数 ,ωr 是扰动频率 ,ωi 是扰动的时间增长率 1 空间模式ω, m 为实数 ,α为复数 , - αi 是扰动沿

流向的增长率 1 本文只计算时间模式问题 1 把 (211)～ (213)代入无量纲三维 Navier - Stokes 方

程并减去平均流方程后得如下小扰动分方程

( AD2 + BD + C)Φ = 0 (214)

边界条件为[7 ]

ζ = 0 , �u = �v = �w = �τ = 0

ζ →∞, �u = �v = �w = �τ = 0
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方向的夹角θp = tan - 1 ( W p) ,按稳定性的定义横流指向势流的垂直方向 1 在此坐标系中横流速

度分量为

Q = ( w p - w ) cosθp - U sinθp (311)

　　首先考察了空气热力学参数的不同近似对扰动增长率的影响 1 Te = 200 , M e = 3 时本文方

法和传统方法得到的最大增长率相对误差 1 % ,若 Te = 70 , M e = 3 两者相比误差 1312 % , M e = 5

时则为 1918 %1 势流温度越低 , M e 数越大 ,相对误差越大 1

为了研究三维、二维边界层不同的稳定性机理 ,我们在横流方向叠加一均匀流来消除横流分

量 ,以便于比较有无横流两种情况的稳定性 1 这一新速度在流向和周向的分量为

U c = ( Ucosθp - W sinθp) cosθp + sin2θp (312)

W c = - ( Ucosθp - W sinθp) sinθp + cosθpsinθp (313)

　　图 2 为有横流和无横流时不同波角扰动的时间增长率与流向波数的函数关系 ,其中波角 <

= tan - 1 (β/α) , β= m/ r (若Ω = 375 ,在动坐标系中势流与流向的夹角为 - 1612°,波矢与势流

的夹角θm =φ+ 1612) 1 显然有横流时扰动的增长率比无横流情况大得多 ,两者最大增长率之比

为 21461 图 3 为 M e = 2 , Re = 600 有横流时增长率与频率的关系 1 横流在很宽的频带内是不稳

定的 ,无横流的不稳定频带要窄得多 1 表明定常波和行进波同时存在 ,且行进波比定常波更不稳

定 ,最不稳定定常波与势流的夹角为 88°,高速边界层并未改变横流的基本性质[8 ]1

图4为 M e = 5 , Re = 3000有无横流两种情况增长率和波数的函数关系1在此 M e数两种

图 2 　有横流和无横流扰动增长率比较

M e = 3 , Re = 3000

Fig12 　Comparison of growth rates with crossflow

and without crossflow M e = 3 , Re = 3000

图 3 　有横流时增长率与频率的关系

M e = 2 , Re = 600

Fig13 　Growth rates vs1 frequency with

crossflow at M e = 2 , Re = 600
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(a)有横流

(a) with crossflow

(b)无横流

(b) without crossflow

图 4 　扰动增长率和波数的关系 M e = 5 , Re = 3000

Fig14 　Growth rates vs wavenumber M e = 5 , Re = 3000

情况都出现了第二模式 ,第二模式的增长率大于第一模式 1 无横流最不稳定第二模式与势流方

向的夹角为零度 ,是二维波 1 但有横流最不稳定第二模式与势流夹角为 5°,是三维波 ,这是三维

边界层不同于二维的又一特点 1 表 1 给出 M e = 5 , Re = 600 , 2000 , 3000 有无横流两种情况最大

增长率及相应的波角 1 有横流和无横流第一模式最大增长率之比分别为 2105 , 1163 , 11581 第

二模式最大增长率之比为 0162 , 110 , 110 ,显然横流对第二模式影响很小 1 从表 1 可以看出扰

动增长率随雷诺数的增大而增大 ,表明了粘性的稳定作用 ,这是可压缩稳定性与不可压缩情况的

重要区别 1
表 1 　不同雷诺数的最大增长率及其波角

Table 1 　The Maximal growth rate and phase angle at different Reynolds numbers

(a) with crossflow (b) without crossflow

The first mode The second mode The first mode The second mode

Re θm ωim θm ωim Re θm ωim θm ωim

600 66 0100271 5 0100287 600 60 0100132 0 0100462

2000 66 0100441 5 0100581 2000 56 0100271 0 0100580

3000 67 0100473 5 0100645 3000 56 0100300 0 0100643

图 5 为 M e = 8 有无横流两种情况的增长率曲线 1 有横流时最不稳定第二模式与势流方向

的夹角为 915°,无横流则为 0°1 有横流和无横流第一、二模式最大增长率之比分别为 1133 ,

11021 以上比值表明横流对第一模式增长率的影响随着 M e 数的增大而减弱 1 横流虽然使第一

模式增长率增大 ,但仍小于第二模式 1 图 6 显示了 Re = 3000 扰动的最大增长率随 M e 数的变

化 1第一模式 M e = 2 时达最大值 ,然后随 M e 数增大而逐渐减小 1 第二模式 M e = 5 时增长率达
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最大值 ,随后迅速减小 1 证明了可压缩性不管对第一模式还是第二模式都有较强的稳定作用 1
同时也表明 M e 数小于 413 时第一模式最不稳定 ,更高 M e 数则第二模式起主导作用 1

图 5 　扰动增长率和波数的关系 M e = 8 , Re = 3000

Fig15 　Growth rates vs wavenumber M e = 8 , Re = 3000

图 7 所示为壁面冷却对增长率的影响 ( Re = 3000 , M e = 5 ,相应于最不稳定波) 1 壁面温度降

低第一模式的增长率减小 ,第二模式增长率增大 ,其最不稳定频率升高 1 证明三维边界层和二维

边界层一样 ,壁面冷却只对第一模式有稳定作用 ,对第二模式则起不稳定作用[9 ]1

图 6 　扰动最大增长率和 M e 的关系

Fig16 　Maximum growth rates

vs1 Mach number at Re = 3000

图 7 　壁面冷却对增长率的影响 M e = 5 , Re = 3000

Fig17 　Effect of the wall cooling on the

growth rates at M e = 5 , Re = 3000
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4 　结 　论

本文数值方法分析了旋转圆锥高速三维边界层的横流不稳定性和壁面冷却对横流稳定性的

影响 1 数值结果证明 ,在三维边界层中 M e < 413 时最不稳定的是第一模式的扰动 , M e > 413 最

不稳定的是第二模式 1 三维边界层和具有相同势流方向速度剖面的二维边界层相比 ,第一模式

增长率增大 ,但横流对第一模式的影响随着 M e 数的增大而减弱 1 横流对第二模式的 增长率影

响很小 1 数值结果还证明三维边界层最不稳定的第二模式是三维波 ,二维边界层最不稳定第二

模式是二维波 1 三维边界层在很宽频率带内存在横流不稳定性 ,定常波行进波同时存在 ,且行进

波比定常波更不稳定 1 本文证明壁面冷却对高速三维边界层的第一模式有较强的稳定作用 ,对

第二模式则起不稳定作用 1
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Abstract 　There exist variety of instability in three dimensional boundary layer on swept wing , the

cross - flow instability is dominant1 The flow over rotating cone is typical three dimensional bound2
ary layer1 It has been shown that the experimental and theoretical results of rotating cone can be

used to model cross flow instability of swept wing1 At high speeds , where even the basic flow calcu2
lations of swept wing are a problem , owe to it′s simple geometry , rotating cone become a suitable

and valuable model to study cross flow instability of high speed three dimensional boundary layer on

swept wing1 In this paper , a rotating sharp cone which located in a supersonic/ hypersonic free

st ream at zero attack is used as a model to study the cross flow instability of high speed three dimen2
sional boundary layer1 The purpose of present work is to investigate the different instability mecha2
nism of two and three dimensional boundary layers and effect of wall cooling on the instability1 The

basic boundary layer flow is calculated using box scheme and the instability eigenvalue problem is

solved by a fourth - order accurate two - point finite difference scheme1 Since the calssical approxi2
mation method of thermodynamic parameters of the air has not enough accuracy for numerical analy2
sis of high speed instability problem , a high degree polynomial is used to imitate the dependence on

temperature of viscosity , conductivity , Prandtl number and specific heat f rom experimental data1
The numerical results show that the growth rates of cross - flow first mode are larger compar2

ing with those in two - dimensional case and the influence of cross flow decreases as Mach number

increases but the influence of cross - flow on the second mode is weakly1 The results also show that

the instability with cross flow cover a much wider range of unstable frequencies than those without

cross flow and the growth rates of t ravelling waves are larger than stationary waves , the most unsta2
ble stationary wave is approximately perpendicular to potential flow direction1 If M e < 413 the most

unstable disturbance is the first mode , if M e > 413 it is the second mode1 In three dimensional

boundary layer the most unstable second mode is oblique , in two dimensional boundary layer is two

- dimensiona ; Cooling the wall stabilizes the first mode , destabilizes the second mode1

Key words 　supersonic flow , hypersonic flow , 3D boundary layer , cross - flow instability ,

wall cooling
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