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摘要 　提出了一种适用于 Galerkin 边界元法的高次单元插值方法和半解析半数值的积分方

法2准高次元法 ,建立了有关数值模型和将该方法应用于结构弹塑性分析的算法模型 . 有关算

例结果表明 ,本文建议的方法是切实可行的.
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引 　言

近几十年来 ,B IE2BEM 获得了很大进展 ,也得到了广泛的工程应用 ,成为有限元法的重要补

充. 边界元法的最大特点是它降低了求解问题的维数 ,同时由于它采用了基本解来描述真实状态

的位移、应力和应变场 ,一般它的求解量有较高的精度 ,因而可以说边界元法有精度较高和计算

量小的特点. 但是 ,必须考虑到边界元法最后形成的求解矩阵为非对称满阵 ,对其矩阵分析求解

的计算量是非常大的 ,特别是在采用高度协调的边界元时所涉及的积分运算量尤为如此. 在这种

背景下 ,一些学者进行了产生对称矩阵的边界元法的探索 ,最初见诸发表的是 1979 年 Sirtori 的

工作[1 ] ,加之后来 Costable 和 Wendland 的工作 [2 ,3 ]和 Maier , Polizzoto 及 Novati 的工作[4～6 ]构成

了用 Galerkin 边界元法处理弹塑性分析问题的基本思路. 中国学者余德浩在 80 年代进行了‘‘自

然边界元法’’方面的探索[10 ] ,该方法对于规则边界结构分析可以产生一个二重积分的、可以进

行解析计算的边界积分方程 ,因此降低了边界元法的求解难度 ,同时提高了数值结果的精度.

Galerkin 边界元法可以得出一个对称的方程系数矩阵 ,这对方程求解和结构力学性态分析

都提供了很大方便. 但是 , Galerkin 边界元法需要一个二重积分才能求得其系数矩阵 ,给单元划

分和方程系数矩阵的建立带来了巨大困难 ,Sirtori 和 Maier 等人利用复变函数方法对位移的线

性元及面力和应力的常数元找到了相关的解析积分表达式 ,这解决了二重积分所带来的困难 ,为

Galerkin 边界元法理论确立了一条成功的算法. 理论分析与数值实例表明 ,这一算法无论从计算

时间上和计算精度上 ,在求解大部分二维问题时都不逊于传统边界元法. 但是 ,该算法在结构与

加载方式的适应性方面也存在着很多缺陷 ,这给 Galerkin 边界元法的推广发展与工程应用都带

来了很大困难 ,划分单元的工作也比较麻烦 ,无形中降低了这一算法的实用性. 本文建议了一种

二重插值的算法 ,又可称为‘‘准高次元法’’,即在初始插值时采用高次元格式对结构和位移、面
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力及应力进行描述 ,而在进行数值积分时则要进一步对单元进行细化 ,然后在细化的单元中进行

位移线性插值和面力、应力的常数插值 ,利用积分中值定理对高次插值函数取积分中值 ,而对核

函数继续采用解析积分. 本文介绍二重插值方法的一些基本公式和它在弹塑性分析问题上的应

用.

1 　Galerkin 边界元法中的二重插值与积分技术

对称型 Galerkin 边界元法用于求解弹塑性分析问题的基本公式是基于如下的 Betti 功互等

定理

∫Γ[ p 3 ( x) ] T u ( x) dΓx -∫Ω[ u 3 ( x) ] T p ( x) dΩx +∫Ω[θ3 ( x) ] Tσ( x) dΩx =∫Ω[σ3 ( x) ] Tθ( x) dΩx (1)

其中 u , p 表示位移和面力 ,θ,σ表示应变和应力. Ω表示求解问题的区域 ,Γ表示这个区域的

边界. 真实场和虚拟场各量分别用不带 3 和带 3 区别. 虚拟状态的位移、面力和应力可表示如下

u 3 ( x) | x ∈Γ
- =∫Γ

Guu F 3 dΓ +∫Γ
GupD 3 dΓ +∫Γ

GuσΘ
3 dΩ

p 3 ( x) | x ∈Γ
- =∫Γ

Gpu F 3 dΓ +∫Γ
GppD 3 dΓ +∫ΓGpσΘ

3 dΩ

σ3 ( x) | x ∈Ω =∫Γ
Gσu F 3 dΓ +∫Γ

GσpD 3 dΓ +∫Γ
GσσΘ3 dΩ
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Σ′=∫Ω
[ψθ( x) ] Tψσ( x) dΩ·Σ (9)

分离边界未知量和已知量并重组方程 ,可以得到代数方程 ,其后将有成熟的算法加以处理. 所以

关键是如何通过插值格式与积分建立这一方程 ,迄今为止 ,只有位移线性元和面力及应力的常数

元可以在令人满意的计算速度和精度前提下解析进行上述积分. 高次单元由于无法进行解析积

分 ,因而在 Galerkin 边界元法中无法应用. 寻找一种积分方案以使 Galerkin 边界元法在高次单元

意义下得以应用 ,这一工作具有重要的理论意义和实用价值. 我们注意到 , (3) , (4) 式没有对插值

函数的具体格式提出任何特殊要求 ,只要满足 (6) 式对 (3) , (4) 式中的插值函数采用相同的公式

的要求和其它离散插值的一般要求就可以了 ,在后面的讨论中本文只涉及 (3) 式和 (5) 式的插值

问题. 如果采用高次单元进行离散插值 ,我们将得到一个高次单元的边界元方程. 如果边界高次

单元共有 I 个节点 ,其中在 J 个节点上面力不连续 ;在区域内部共有 K 个节点 ,此时 , (3) , (5) 两

式中各列向量可表示为

U T = { U1 , ⋯, U m , ⋯, U I} , 　　P T = { P1 , ⋯, Pm , ⋯, P I +J} (10a ,b)

ΘT = {Θ1 , ⋯,Θm , ⋯,ΘK} , 　　ΣT = {Σ1 , ⋯,Σm , ⋯,ΣK} (11a ,b)

插值函数可表示为

ψu ( x) = {ψu1 ( x) ⋯ψum ( x) ⋯ψuI ( x) } (12)

ψp ( x) = {ψp1 ( x) ⋯ψpm ( x) ⋯ψp ( I +J) ( x) } (13)

ψθ( x) = {ψθ1 ( x) ⋯ψθm ( x) ⋯,ψθK ( x) } (14)

ψσ( x) = {ψσ1 ( x) ⋯ψσm ( x) ⋯ψσK ( x) } (15)

其中

ψhm ( x) =
ψ1

hm ( x) 0

0 ψ2
hm ( x)

　, 　　h = u , p (16a)

或

ψhm ( x) =

ψ1
hm ( x) 0 0

0 ψ2
hm ( x) 0

0 0 ψ3
hm ( x)

　　　 　　　 , 　　h = θ,σ (16b)

由于我们采用的是高次单元插值 , (8) , (9) 两式的积分是很难计算的 ,必须进一步进行离散 ,

从而使该积分变为便于计算的形式. 现将前面划分的高次单元进一步划分成一些子单元 ,这些子

单元采用低次元格式 (常数元和线性元) ,这样 (12) ～ (15) 式中连续的插值函数被离散化了 ,为了

能够进行解析积分 ,这里位移的初次插值函数采用线性单元插值. 面力、应力和应变的初次插值

函数采用常数元插值 ,并设各二重插值函数分别具有 N h ( h = u , p ,σ,θ) 个插值点. (16) 式左边

的插值函数可以写成

ψhm (η) = <hm (η) Ψhm , 　　h = u , p ,σ,θ (17)
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<hm (η) 和 Ψhm分别为二重插值函数和初次插值函数在子节点上的值. 根据积分中值定理 , (8) ,

(9) 两式积分的近似表达式为

Ghk = [Ψh′] T∫∫[ <h′( x) ] T Ghk ( x ,ξ) <k′(ξ) d xdξ·Ψk′, 　h , k = u , p ,σ; 　h′, k′= p , u ,θ (18)

Σ′= [Ψθ] T∫Ω
[ <θ( x) ] Tψσ( x) dΩ·Ψσ·Σ (19)

其中

Ψh = { Ψh1 , ⋯,Ψhm , ⋯,ΨhN
h
} (20)

<h ( x) = { <h1 ( x) , ⋯, <hm ( x) , ⋯, <hN
h
( x) } (21)

　　将积分代入 (7) 式并经过整理 ,我们可以得到一组求解方程 ,经过处理将它们写成增量形式

Σ[ ( B T A - 1 q + �q)Δα+ ( C + B T A - 1 B)ΔΘ] = ΔΣ (22)

其中Δα为载荷增量因子. 这是一组非线性方程 ,需要依据本构关系来求解. 此后 ,就可以进行迭

代求解了.

2 　数值迭代方案

首先 ,应力增量、位移增量和塑性应变增量应该满足 (22) 式及

f (σ) Φ Y (κ) (23)

其中κ为塑性应变内变量. 塑性应变增量还应该满足正交流动法则

Ûεp =
5 <(σ)

5σ ·Ûλ (24)

这是一组非线性方程 ,必须通过迭代求解. 关于加载面外法线方向求解的描述 ,请参阅文献[11 ,

12 ].

由此可以归纳求解步骤如下 :

1) 一次生成全部求解矩阵并处理成 (22) 式的形式.

2) 按加载控制方案进行变量置换.

3) 在当前加载步上计算外载引起的应力增量 ,并计算应变增量和它超出加载面的部分.

4) 计算弹性和塑性应变增量.

5) 视ΔΘ( Ûεp) 为初始预应变 ,修正 (22) 式的应力增量.

6) 收敛判定 ,如果 max ( | Ûεp
r2Ûεp

r21| ) / max ( Ûεp
r ) Φto lerance 转到 7) ,否则转到 4) 重复迭代.

7) 开始一个新的加载步 3) ,或者结束运算 ,输出结果.

3 　数值实例与结论

基于以上算法 ,作者编制了用于 Galerkin 边界元法计算的‘‘准高次元”计算程序 ,并计算了

两个经典算例以验证该程序的实用性. 现分别描述如下 :

1) 纯弯曲方板的弹塑性分析. 　E = 2 000MPa , 　ν= 0 . 001 ,方板边长 A = 10cm , 　σs =

10 MPa. 分别用准高次元和低次元进行离散插值 ,准高次元共划分 8 个单元 23 个节点 ,低次元

共划分 72 个单元 49 个节点 ,两种网格下的弹塑性分析均采用位移加载 ,载荷增量步长为弹性极
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限的 10 %. 图 1 给出了位移达到屈服极限状态的 190 %时的两种结果比较.

图 1 　纯弯曲方板计算结果比较

Fig. 1 Numerical results for pure bending problem

2) 厚壁筒弹塑性分析. 内径 a = 10cm ,外径 b = 20cm , E = 10 GPa ,ν= 0 . 3 ,σs = 20Mpa . 我们

分别使用准高次元和低次元法进行了两组计算 ,并分别同解析解进行了比较. 对于准高次元 ,内

压 q = 10 . 951MPa ,共划分 24 个单元 63 个节点. 计算结果见图 2 . 对于低次元 , 内压 q = 9 .

5MPa ,共划分 128 个单元 81 个节点 ,计算结果见图 3 . 结果表明 ,准高次元法在处理结构弹塑性

分析方面的效率和精度都优于低次元法.

图 2 　准高次元厚壁筒弹塑性分析
Fig. 2 Numerical results for pure

bending problem by QHOE

图 3 　低次元厚壁筒弹塑性分析
Fig. 3 Numerical results for

pure bending problem by LOE

　　由以上分析和数值实例 ,我们可以得出下列结论 : (1) 本文建议的准高次元法解决了现有

Galerkin 边界元法只能使用低次元的问题 ,因此大大增加了该方法的应用范围. (2) 由于在使用

准高次元法时所采用的二重插值在本质上是使用低次元进行解析积分 ,因而从积分工作量角度

看 ,准高次元法同低次元法的差别很小 ;但是在数据准备工作量及方程求解的非线性迭代工作量

方面看 ,准高次元法远远优于低次元法. (3) 由于准高次元法对结构边界的插值也使用高次元插

值 ,因而该算法对结构的适应性大大提高 ,对于一些很难用低次元法求解的复杂结构或复杂载荷

形式 ,都可以用准高次元法求解. (4) 准高次元法在本质上是一种半解析半数值的积分处理技术 ,

在除插值函数处理和数值积分以外的其它基本公式方面与低次元的 Galerkin 边界元法相同.
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QUASI - HIGH ORDER GAL ERKIN BEM FOR

ELASTO - PLASTIC ANALYSIS

Liu Qingjun 　Cen Zhangzhi 3 　Xu Bingye 3

( Beijing Instit ute of A utomatic Test , Beijing 100088 , China )

3 ( Dept . of Engineering Mechanics , TsinghuaU niversity , Beijing 100084 , China )

Abstract 　A two - stage interpolation Galerkin boundary element method called the Quasi - High

Order Element Method ( Q HOEM) is proposed for solving elastoplastic problems. In the initial

stage , it uses high order elements to interpolate the coordinates and the variables. For the numerical

integration involved , it further uses interpolation to decompose the high order elements into low or2
der elements so that the existing analytical integration formulas can be applied. By doing this , the

proposed method yields good adaptability and reduces the computational cost . Numerical examples

are given to demonstrate the efficiency of the method.

Key words 　boundary element method , softening analysis , quasi - high order element method
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