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摘要　将非概率凸模型理论与摄动理论相结合 , 通过有界不确定参数结构的特征值问题 , 对凸模型

理论的一次近似算法作出一种改进. 改进后的算法由于在计算中不用特征值导数 , 与 Elishakoff 的

算法相比 , 不仅拓广了凸模型理论的应用范围 , 而且还可提高算法的计算效率.
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引　言

对大多数结构振动问题 , 人们难于求得结构固有频率或特征值的精确值 , 而只能求得近似

值. 这样 , 给出结构真实特征值所在的范围λΦλΦλ, 无论在理论上还是在实际工程中都有着

重要的意义. 目前 , 求特征值下界λ主要有 Temple[1 ]和Weinstein[2 ]等人的方法 , 而求特征值上

界 �λ主要有 Rayleigh2Ritz和 Galerkin[3 ]等人的方法. 而能同时给出特征值上下界的方法主要有

胡海昌[4 ]的质量包含定理和刚度包含定理以及陈绍汀[5 ]的复特征值界限定理.

上述求解特征值所在区间的方法所涉及到的近似性主要是方法的近似性 , 没有考虑到结构

参数的近似性. 而结构参数的近似性一般指结构参数具有误差或不确定性. 尽管概率统计方

法[6 ,7 ]研究不确定结构响应的问题很成功 , 但由于数值计算中涉及到不确定变量的概率统计特

性并不总能事先给出. 有时即使给出 , 由于样本的大小受实际情况和经济上考虑的限制 , 也必

然存在某种程度上的误差或不确定性. 近几年来 , 研究不确定结构响应的非概率凸模型理论应

运而生. 如椭球模型[7 ,8 ] , 区间分析[9 ]等. 这种理论将不确定变量视为有界的 , 而将其包含在

一集合中 , 如椭球或区间 , 然后分别用优化技术或区间数学来求解结构响应所在的范围. 目

前 , 这些理论已成功地解决不少理论问题和工程问题[7～9 ] .

1　问题的定义

考虑结构振动的特征值问题

K (α) u =λM (α) u (1)

式中 K (α) = ( k ij (α) ) n×n为结构的总刚度矩阵 , M (α) = ( m ij (α) ) n×n结构的总质量

矩阵 , α= (αi) m 是结构的不确定参数. λ是结构的特征值而u为相应的特征值向量.

为求解和分析问题的方便 , 将 K和M分解为确定的与不确定的两部 分K = K0 +Δ K和M =

M 0 +ΔM其 中K0与M 0分别称为确定或标称系统的刚度矩阵与质量矩阵 , 而Δ K和ΔM则组

成不确定系统且表示为

Δ K = 6
m

j = 1

αj Kj , ΔM = 6
m

j = 1

αjM j (2)
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式中 Kj与M j分别是与不确定参数分量αj相对应的刚度矩阵与质量矩阵.

按照凸模型理论[7 ,8 ] , 在参数空间中 , 不确定参数均可用如下表示的椭球 进行定量化

E (θ, W ) = {α:αT Wα Φθ2} (3)

式中 W = ( w ij) m ×m为加权矩阵 , θ是椭球半径. W 和θ一起表示不确定参数的不确定程度.

当θ≠0时 , 椭球αT WαΦθ2可转化为半径是 1的椭球αT ( W /θ2) αΦ1 . 而加权矩阵为对角

阵和半径为 1的椭球将很容易由实验或其他方法所获得的有界不确定参数确定出[7 ,8 ]

αT Wα Φ 1 (4)

式中 W = diag ( mΔ1 , mΔ2 , ⋯, mΔm .

当结构参数在 (3) 式所表示的范围内变化时 , 结构特征值的变化范围可由下面的集合表

示

Γ = λ:λ∈ R n , K0 + 6
m

j = 1

αj Kj,7　 u =λ M 0 + 6
m

j = 1

αjM j 必

存在 某

u ,αT Wα Φθ2　 .如椭 (5)

本文的主要问题是 : 如何确定包含有界不确定参数结构特征值所在集合 (5) 的最小超长

方体或最大可能特征值λmax = (λimax) n和最小可能特征值λmin = (λimin) n , 即

λmin ΦΓ Φλmax (6)

2　有界不确定参数结构特征值的上下界公式

设确定 (或标称) 系统 < K0 , M 0 >所满足的控制方程为

K0 u0 i =λ0 i M 0 u0 i , 　　u T
0 i M 0 u0 i = 1 (7)

而不确定系统 < K0 +Δ K , M 0 +ΔM >所满足的特征值问题为

( K0 +Δ K) u i =λi ( M 0 +ΔM ) u i , 　　u T
i ( M 0 +ΔM ) u i = 1 (8)

式中 u i = u0 i +Δu i ,λi =λ0 i +Δλi .

(8) 式中第一式减去 (7) 式中第一式并利用归一化条件 , 忽略二阶以上的高次项 , 可得

λi =λ0 i +Δλi =λ0 i + u T
0 i (Δ K - λ0 iΔM ) u0 i =λ0 i + g T

iα (9)

将 (2) 式代入 (9) 式 , 整理得

λi =λ0 i + 6
m

j = 1

αj u
T
0 i ( Kj - λ0 i M j) u0 i =λ0 i + g T

iα (10)

式中 gi ( i = 1 ,2 , ⋯, n)为矩阵 G = ( Gij) = ( u T
0 i ( Kj -λ0 iM j) u0 i)的第 i 行的行向量.

当不确定参数α在椭球 (3) 式所表示的范围内变化时 , 通过优化技术[7 ,8 ] , 可以确定出

结构特征值上界的一阶近似λimax特征值下界的一阶近似λimin , 即

λimax = max
α∈E(θ, W)

{λ0 i + g T
iα} , 　λimin = min

α∈E(θ, W)
{λ0 i + g T

iα} , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (11)
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凸模型的理论已经证实[8 ,9 ] , (11) 式的极值将在 (3) 式所表示的椭球区域的边界—椭球

壳

S (θ, W ) = {α:αT Wα =θ2} (12)

上达到. 这样 , (11) 式可写成

λimax = max
α∈S (θ, W)

{λ0 i + g T
iα} , 　λimin = min

α∈S (θ, W)
{λ0 i + g T

iα} , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (13)

从而 , 有界不确定参数结构特征值的界限问题便可转化成在约束条件αT Wα-θ2 = 0下的

极值问题

λi = ex t rem um {λ0 i + g T
iα} , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (14)

设拉格朗日函数为

L i =λ0 i + g T
iα+μi (αT Wα - θ2) (15)

由取极值的必要条件 , 得

α = - W - 1 gi/ 2μi (16)

(13) 式 , (14) 式和 (16) 式联立解得

λimax =λ0 i +θ g T
i W - 1 gi , 　　λimin =λ0 i - θ g T

i W - 1 gi , 　　i = 1 ,2 , ⋯, n (17)

从 (17) 式可以看出 , 结构特征值的不确定程度是随着不确定参数的不确定程度 (即椭球

的半径和加权矩阵的逆) 的增加而增加 , 要减少特征值的不确定程度必须减少结构参数的不确

定程度.

3　数值算例

图 1　桁架

Fig. 1 A truss

　　为便于分析和比较 , 考虑如图 1 所示的桁

架. 结构参数为 : 弹性模量 E = 2. 1 ×104 N/

m2 , 杆长 L = 1 m , 杆横截面面积标程值 A =

1. 6×10 - 4 m2 , 质量密度的标程值ρ= 7. 8×

103 kg/ m3 . 而各杆横截面面积 A i = ( 1 + ai )

A , i = 1 , ⋯, 6 , 质量密度ρi = (1 + bi) ρ, i

= 1 , ⋯, 6 , 为不确定参数. 这样 , 具有不确

定参数桁架的总刚度矩阵为 K = K0 +α1 K1 +

α2 K2 +α3 K3 , 而总质量矩阵为 M = M 0 +

α4 M 4 +α5 M 5 , K0 和 M 0 为标程系统的总刚度

矩阵和总质量矩阵 , K1 , K2 和 K3 以及 M 4 和

M 5分别是与不确定参数αi , i = 1 , ⋯, 5相对

应的单元刚度矩阵和质量矩阵.

　　为对比本文方法的有效性 , 用文献 [9 ] 所提出的结构特征值区间摄动法和本文改进的方

法 , 对图 1所示的桁架进行数值演算 , 结果如图 2～图 5所示. λ和λ表示由本文改进的方法计
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算出的桁架特征值的上下界 ,μ和μ表示由区间摄动法计算出的桁架特征值的上下界. 从图 2～

图 5中可以看出 , 由区间摄动法求得的低阶特征值上下界的宽度要比本文改进的方法求得的要

小得多 , 而高阶特征值上下界的宽度由本文改进的方法求得的要比区间摄动法计算出的要小.

初步看来 , 求低阶特征值的界限时 , 用区间摄动法要比用本文改进的方法的效果要好 , 而求高

阶特征值界限最好用本文改进的方法.

4　结　论

作为对概率统计方法研究不确定现象的补充 , 凸模型理论[8 ,9 ]用凸集合—椭球对不确定变

量进行定量化 , 从而开辟了一条新的研究不确定现象途径. 将凸模型理论与数值计算方法的摄

动理论相结合 , 对凸模型理论的一阶近似算法进行改进 , 由于改进后的算法不用计算导数 , 这

样 , 不仅拓广了凸模型理论的适用范围 , 而且可有效地提高计算效率. 改进的方法虽然是针对

特征值问题导出的 , 但是对其他具有不确定性结构响应的数字计算问题同样适用.
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AN IMPROVEMENT OF THE APPROXIMATE SOL UTION

TO CONVEX MODELS OF UNCERTAINTIES

Qiu Zhiping Gu Yuanxian

( Research Instit ute of Engi neeri ng Mechanics , Dalian U niversity of Technology , Dalian 116024 , Chi na )

Abstract　In terms of the eigenvalue problem with uncertain parameters , by means of non2proba2
bilistic , convex modeling combined with perturbation theory , an improvement is made on the first

order approximate solution inconvex models of uncertainties. Without calculating the derivative of

eigenvalues , the improved method not only can widen application of convex modeling , but also can

greatly increase the efficiency ofcomputations.

Key words　uncertain but bounded parameters , eigenvalues , convex set theory , perturbation , first

order approximetion
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