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移动的线源平稳随机荷载
激励下梁的随机响应1)

孙 　璐 　　邓学钧
(南京东南大学交通运输工程系 ,南京 210096)

摘要 　利用广义 Duhamel 积分和积分变换 ,研究了粘弹性 Kelvin 地基上无限长梁在运动的线

源平稳随机荷载作用下的随机响应. 发现此时梁的挠度响应为非平稳随机过程. 通过引入随动

坐标系 ,建立了有明确物理意义的随动谱分析方法 ,使随机位移响应在随动坐标系下成为平稳

随机过程.
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引 　言

　　美国国会 1987 年批准了投资 1. 5 亿美元的“战略公路研究计划”( Strategic Highway Re2
search Program , 　简称 SHRP 计划) , 　该计划 1993 年结束后 ,国会又追加投资 7 亿美元用于路

面长期性能观测. 其中相当大的部分用于地面动力学 ,包括略面动力学、桥梁动力学与轨道动力

学研 究[1 ,2 ] . 　运动源作用下的连续介质响应也成为国际上关注的焦点. 作为这一领域研究的一

部分 ,运动点源负荷下梁的振动最早是由 Timoshenko 首先研究的 (1926) [3 ] . 　类似的问题又由

Inglis[4 ] , Kenney[5 ] , 　李国豪[6 ]等人加以研究. 弹性地基上的无限长梁、有限长梁在恒定的匀速

运动荷载作用下的响应也由 Fryba[7 ] , Steele[8 ]研究过. 后者采用 Fourier 级数展开方法还处理了

无地基梁的动力问题. 最近 ,王永平 ,陈彦江 ,傅金科等人又用实验方法研究了简支梁桥的动力特

性[9 ] .

一般来说 ,上述研究都只考虑了确定性荷载的情况 ,而理论和实验均已表明 ,作用在地面结

构上的运动车辆荷载是平稳随机过程[2 ,10 ] . 　本文则着重讨论随机响应的各种统计特性.

1 　数学模型

　　文[2 ]给出了运动线源随机荷载的数学描述

F( x , t ; v) = p ( t) H[ r2
0 - ( x - v t) 2 ]/ 2 r0 (1)

其中 v 表示源的运动速度 ,2r0 为线源荷载的分布长度. H (·) 为 Heaviside 阶跃函数. p (t) 为平稳

高斯随机过程. 不妨设随机荷载 p (t)的功率谱密度和自相关函数分别为 Sp (ω) 和 Rp (τ) , 　其均

值和均方值分别为 �p 和ψ2
p .

考虑到 Kelvin 粘弹地基模型比 Winkler 弹性地基模型增加了一个线性阻尼 ,文 [ 2 ]给出了

Kelvin 粘弹性地基上无限长梁的控制方程
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这里只考虑稳态随机响应 ,因而初始扰动的影响可以忽略不计. 无穷远处的边界条件则为

lim
x →±∞

5 ( n)
y ( x , t)

5 x
( n) = 0 , 　n = 0 ,1 ,2 ,3 (3)

方程 (1)～ (3)就构成了本文所述问题的定解方程.

2 　初步分析

　　按照处理线性偏微分方程的理论 ,方程 (1)～ (3)的解可表示为广义 Duhamel 积分

y ( x , t) =∫
t

- ∞
p (τ) h ( x - vτ, t - τ) dτ (4)

式中 h (·)称为梁的线源脉冲响应函数. 证明了表示 (4)对荷载变化规律 p (t)并无特别要求.

3 　线源脉冲响应函数

　　梁的线源脉冲响应函数系指梁在下述荷载作用下产生的挠度响应

Fδ( x , t) = δ( t) H[ r2
0 - x 2 ]/ 2 r0 (5)

为此我们引入 Fourier 变换和 Laplace 变换的定义. 定义函数 f (t)的 Fourier 变换及其逆变换为

f̂ (ω) = F[ f ( t) ] =∫
∞

- ∞
f ( t) e - iωt d t (6)

f ( t) = F - 1 [ f̂ (ω) ] =
1

2π∫
∞

- ∞
f̂ (ω) eiωt dω (7)

函数 f (t)的 Laplace 变换及其逆变换为

�f ( s) = L [ f ( t) ] =∫
∞

0
f ( t) e - st d t (8)

f ( t) = L - 1 [ �f ( s) ] =
1

2π i∫
β+i ∞

β- i ∞
f ( s) est d s (9)

对方程 (2)两边关于 x 和 t 分别进行 Fourier 变换和 Laplace 变换 ,利用卷积定理 ,再进行反

演 ,最终可得梁的线源脉冲响应函数

h ( x , t) = 2γe - at∫
∞

0

sin r0ω
r0ω

·sin at ω4 - φ

ω4 - φ
eiωx dω ( c Φ 2 mk) (10)

h ( x , t) = 2γe - at ∫
4φ

0

sin r0ω
r0ω

sh at φ - ω4

φ - ω4
eiωx dω +∫

∞

4φ

sin r0ω
r0ω

sin at ω4 - φ

ω4 - φ
eiωx dω 　 (11)

下文为节省篇幅 ,仅以 (10)式形式为基础.

4 　随机响应统计特性

　　把 (10)式代入 (4)式得梁在任意运动线源下的响应

y ( x , t) = 2γ∫
∞

0∫
∞

0
p ( t - θ)

sin r0ω
r0ω

·sin aθ ω4 - φ

ω4 - φ
eiω( x - vt + vθ) dθdω (12)
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其中γ= (2πma) - 1 , 　a = EI/ m , 　φ= (c2 - 4mk) / 4mEI. 对 (12)式两边取数学期望 ,可得随机
响应的平均函数

E[ y ( x , t) ] = 2γ�p∫
∞

0∫
∞

0
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r0ω

sin aθ ω4 - φ

ω4 - φ
eiω( x - vt + vθ)

e - aθ d w dθ (13)

时间自相关函数为

R y [ x ; t1 , t2 ] = 4γ2∫∫
∞
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·
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2 - φ

ω4
2 - φ

dω1 dω2 dθ1dθ2

(14)

注意到平均函数 (13)式中含有时间项 ,并且自相关函数 (14) 式无法表示成只与时差 t2 - t1 有关

的形式 ,从而得出结论此时的随机响应是非平稳过程 ,这一点与文[11 ]是一致的.

5 　随动谱分析

　　普通的谱分析技术 (指应用于平稳过程)无法用于分析本文的非平稳随机响应. 一种常规的
方法是引入非平稳过程谱分析 ,但该法很难找到明确的物理解释[12 ] . 本文建立一种新的思路用
于解决这个问题. 为此考虑下面的一个随动坐标系ξ= x - vt . 　从此式可见 ,随动坐标系的坐标

原点始终建立在运动荷载的中心 ,并随之同步运动.

考虑随动坐标系中固定场点ξ处随机响应的平均函数和时间自相关函数. 为此 ,只须把式
(13)和 (14)中的空间变量 x 以ξ代入 ,即得

E[ y (ξ, t) ] = 2γ�p∫
∞

0∫
∞

0
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r0ω

sin aθ ω4 - φ

ω4 - φ
eiω( x + vθ)

e - aθ dω dθ (15)

R y [ξ; t1 , t2 ] = 4γ2∫∫
∞

∫
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·
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·

sin r0ω2
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2 - φ

ω4
2 - φ

dω1dω2 dθ1 dθ2

(16)

可见平均函数 E[ y (ξ,t) ]成为只与 x 有关的函数 ,在场点 x 确定之后 ,平均函数即为常数. 而相关
函数也可以表示成 Ry[ξ,t2 - t1 ,x ]的形式. 这两点使得随动坐标系中固定场点的位移响应成为
平稳随机过程. 此时谱分析技术可用.

注意到谱密度与自相关函数互为一对 Fourier 变换 ,因此随动谱密度最终可表示为
S y (ξ,ω; v) = | H ( x ,ω; v) | 2 S p (ω) (17)

式中 H(x ,ω;v)表示梁的频率响应函数 (随动坐标系下的) , 　其表达式为

H ( x ,ω; v) = 2γ∫∫
∞

0

sin r0ω
r0ω

sin aθ ω4
0 - φ

ω4
0 - φ

eiω0
( x + vθ)

e - aθe - iωθ dω0 dθ (18)
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我们知道 ,梁对固定位置的平稳随机荷载的响应也是平稳过程. 此时随机响应的谱密度系指

对固定坐标系中的某一固定场点在不同时刻的响应取值的谱分析 ,它表示该场点随机响应按照

不同频率结构的能量分布 ,具有明确的物理意义. 而随动谱分析则与之有本质区别. 从 (15) 式和

(16)两式知 ,随动谱密度是指随动坐标系中的固定场点或者指固定坐标系中不同场点 (这些场点

共线)在某一时刻的随机响应的频率结构和能量组成. 实际为空间谱分析. 由于本文中的梁具有

均匀性 ,因此这些共线场点除了其空间坐标有所不同以外 ,它们的各种物理性质都是相同的 ,因

此对随动谱分析而言 ,我们完全可以把它看作是固定坐标系中某一固定场点在某一时刻取值 (然

后沿空间延拓)的谱分析. 由此可见 ,随动谱分析具有明确的物理背景 ,可以用于地面结构的进一

步分析.
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RANDOM RESPONSE OF BEAM UNDER MOVING

RANDOM LOAD IN THE L INE SOURCE FORM

　Sun Lu 　Deng Xuejun
( Southeast U niversity , T ransportation College , N anjing 　210096 , China )

Abstract 　By using generalized Duhamel’s integral and integral t ransform , this paper investigates

random response of an infinite beam on the Kelvin viscoelastic foundation subjected to a moving

load. It’s found that displacement response of the beam is a non2stationary random process even if

the moving load is a stationary process. The follow2up coordinate system is established to make the

displacement became a stationary random process.

Key words 　generalized Duhamel’s integral , follow2up coordinate system , spectral analysis , mov2
ing load , infinite beam
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