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哑铃式聚合物分子模型流变
性质的 Brown 动力学模拟1)

方建农 　　范西俊
(浙江大学力学系 ,杭州 310027)

摘要 　采用非平衡态 Brown 动力学方法 (N EBD) 模拟 FEN E 哑铃分子模型在定常拉伸流动和

突然开始拉伸流动中的运动 ,计算流变性质 ,考虑位形相关 Stokes阻力系数等模型参数的影响 ,

并从非线性随机动力学角度 ,分析相图 ,给出拉伸粘度曲线和哑铃伸展曲线不会出现 S 型的解

释.
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引 　言

FEN E 哑铃 ,即有限伸展非线性弹性哑铃 ,是常用的聚合物溶液分子模型之一. 它由两个质

量为 m 的小球和一条无质量的非线性弹簧组成 ,小球在溶剂中运动时 ,受到 Stokes 阻力作用 ,

阻力系数为ξ. De Gennes[1 ]认为ζ应与两球之间的距离有关 ,因为实际聚合物分子被拉伸时 ,分

子暴露在外流中的链段增加 ,受到溶剂的阻力也增加. 由于无法求得 FEN E 哑铃位形空间分布

函数扩散方程的分析解 ,所以无法从理论上回答位形相关的阻力系数对流变性质产生什么影响 ,

许多作者不得不采用十分粗糙的数学近似 :〈 f ( Q) QQ〉≈ f (〈Q2〉1/ 2)〈QQ〉, 于是得到拉伸粘

度曲线呈 S 型的结论 ,并试图以这一性质来解释减阻现象. 由于对这一结论存在怀疑 , Fan[2 ]采

用伽辽金方法求解分布函数扩散方程 ,计算有关矩量 ,结果表明 ,位形相关阻力系数的引入只改

变分子的拉伸柔性 ,而不会导致 S 型曲线 ,这一现象是数学近似不当造成的. 但伽辽金方法只适

用于中小拉伸率和较小弹簧参数 b 的情况 ,并且存在一个影响数值收敛的可调参数 ,为了深入探

讨这一问题 ,有必要采用更有效的数值方法计算高拉伸率与大参数 b 下的流变性质[2 ] , 同时 ,许

多研究这一模型的作者指出 ,只讨论定常性质是不够的 ,对突然开始拉伸流动 ,达到定常所需时

间是一个有趣而困难的问题.

非平衡态 Brown 动力学方法 (N EBD) 可以有效地解决上述问题 ,在研究聚合物分子模型流

变性质方面 ,N EBD 已成为一个有力的工具 ,近十年来 ,这一领域已有大量研究[3～7 ] . 本文利用

该方法模拟 FEN E 哑铃分子模型在定常拉伸流动和突然开始拉伸流动中的运动 ,得到相空间轨

迹 ,计算流变性质 ,研究位形相关阻力系数以及弹簧参数对该模型定常与非定常流变性质的影

响 ,并用非线性随机动力学理论 ,分析相图 ,探讨不存在 S 型曲线的原因.

1 　理 　论

　　线性或非线性哑铃分子模型的均匀稀溶液 ,在某些简化假定下 ,分子模型在位形空间的分布

函数Ψ( Q , t) , 由如下扩散方程[8 ]确定
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式中 k 为 Boltzmann 常数 , T 为绝对温度 , Q为哑铃的位形向量 , F ( c) 为弹簧张力 , K为溶液速度

梯度场 ¨ V的转置 ,ζ为球的阻力系数.

FEN E 哑铃中的弹簧力可表示为

F
( c)

=
H Q

1 - ( Q2/ Q2
0)

( Q Φ Q0) (2)

H 是弹簧常数 ,Q = | Q| , Q0 是弹簧最大伸长.

位形相关阻力系数为Q的函数[2 ]

ζ( Q) = ζ0 [ (1 - α) +α( Q/ Q0) ] 　　　　　(0 Φα Φ 1) (3)

其中 ,ζ0 为常数 ;α为表示位形相关影响的参数 ,当α= 0 时 ,ζ为常数 ,α= 1 对应 De Gennes[1 ]的取

值.

对该分子模型 ,可引入两个时间常数和一个无量纲参数 b 如下

λH = ζ0/ 4 H ; λQ = ζ0 Q2
0/ 12 k T ; b = 3λQ/λH = HQ2

0/ k T

参数 b 趋于零时 ,模型退化为刚性哑铃 , b 趋于无穷大时 ,模型变成虎克哑铃. 如果ζ为常数 (α

= 0) ,扩散方程 (1)对定常均匀势流有分析解 ,对 FEN E 哑铃 ,其解如下

Ψ( Q) = (1/ J) [1 - ( Q2/ Q2
0) ] b/ 2exp [ (ζ0/ 4 k T) K : Q Q ] (4)

其中 J 为常数 ,由归一化条件确定. 如果α≠0 ,则不存在分析解.

扩散方程 (1)可写成标准的 Fokker2Planck 方程形式
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花括号中的项为漂移力 ,后一项为扩散项. 该方程对应的伊藤随机微分方程 (朗之万方程) 为

ÛQ = K ·Q -
2
ζ F

( c)
+ 2 k T

5ζ- 1

5 Q
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其中 , Γ( t) 的每个分量为高斯白噪声 ,它们的头两阶矩为

〈Γj ( t) 〉= 0

〈Γi ( t) Γj ( t′) 〉= 4 k Tδijδ( t - t′) (7)

由于随机力与随机变量有关 ,所以这是一个乘性噪声问题 ,方程 (6) 描述位形向量的运动 ,是进行

非平衡态 B row n 动力学模拟的基本方程.

若溶剂是牛顿流体 ,则溶液的偏应力张量τ可用 Kramers 型系综平均的形式表示

τ = - ηsÛγ - n〈Q F
( c) 〉+ nk Tδ (8)
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式中ηs 为溶剂粘度 ; Ûγ为变形率张量 ; n 为溶液中哑铃的数密度 ;〈 〉表示位形空间的系综平

均 ,例如对物理量 B ,〈B〉= ∫B Ψ( Q , t) d Q .

对定常拉伸流动 V z = Ûεz , V x = 2Ûεx / 2 , V y = 2Ûεy/ 2 , 由上式 ,拉伸粘度为

(η - 3ηs) / nk TλH = b〈Q2 ( C2 - S 2/ 2)

Q2
0 - Q2 〉/λHÛε (9)

式中 ,ε为拉伸率 ; C = cosθ, S = sinθ.

为了得到拉伸粘度等系综平均量 ,可以求解扩散方程得到分布函数 ,计算系综平均 ,也可以

直接求解朗之万方程 ,得到足够的样本 ,计算系综平均 ,本文采用后者.

对定常问题 (〈B〉与 t 无关) ,在随机过程为遍历性的假设下 ,跟踪单个样本函数的时间平均

与固定时刻沿系综所有样本平均相等 ,其计算式为

〈B〉≈ 1
N steps

6
N

steps

i = 1
B [ Q ( t i) ] (10)

其中 , N steps为模拟的时间步数.

对非定常问题 (〈B〉与 t 有关) , 每一时刻要沿系综所有样本平均 ,其计算式为

〈B〉( t i) ≈ 1
N samples

6
N

samples

j = 1
B [ Q j ( t i) ] (11)

其中 ,Nsamples为样本个数 ,在本文中即为哑铃个数.

2 　数值方法

对方程 (6)采用由 Ermak 和 McCammon 提出的一阶算法[9 ] , 其数值离散格式如下

Q ( t + Δt) = Q ( t) + Δt K ·Q ( t) -
2

ζ( t)
F

( c) ( t) + 2 k T ( 5
5 Q

ζ- 1) ( t) + 2
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其中 f 的每个分量为高斯分布随机数 ,其均值为 0 , 　方差为 1. 　在实际计算时 ,可用 ± 3间的

均匀分布随机数代替 ,这样可节省大量计算时间 ,对解的收敛性也不产生影响[10 ] .

对 FEN E 哑铃采用该算法 ,当时间步长不是很小时 ,由于漂移力的计算误差和随机力的作

用 ,在计算过程中可能出现弹簧长度超过最大拉伸长度的情况. 本文采用逐次缩小时间步长的方

法处理这一情况 ,即当超长情况发生时 ,则将时间步长缩小 N 倍 ,从前一状态重新计算 N 步 ,如

仍有超长情况出现 ,就取更小时间步重新计算 ,这一过程结束后 ,改为原来的时间步长继续计算.

这样可以避免一直采用很小的时间步长 ,使计算时间大大减少.

3 　结果与讨论

　　对定常拉伸流动 ,本文分别对参数 b = 10 , 100 和α= 0 , 0. 2 , 0. 5 , 1. 0 计算了拉伸粘度和哑

铃伸展〈Q2/ Q2
0〉,结果如图 1～4 所示. 计算中无量纲时间步长Δt/λH 的取值范围为 10 - 2～

10 - 3 ,初始位形向量随机选取 ,先计算 104～105 时间步 ,使达到定常 ,再计算 107 时间步 ,按公式

(10)计算系综平均 ,由于所有数据点的样本标准差都很小 ,所以在图中没有画出误差棒.

由图 1～4 可见 ,对α= 0 , Brown 动力学模拟给出的结果与精确解符合得很好. 随着α增大 ,

位形对阻力系数的影响增大 ,拉伸粘度曲线和哑铃伸展曲线变陡 ,即分子拉伸柔性变大 ,但不会
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出现 S 型曲线 ,这与 Fan 的结论[2 ]是一致的. 同样 ,b 越大 ,分子拉伸柔性越大 ,两条曲线也越陡.

另外 ,在高拉伸率下 ,拉伸粘度和哑铃伸展分别趋于极限值 2b 和 1 , 这与理论值相吻合.

图 1 　哑铃伸展曲线 (b = 10)
Fig. 1 　The dumbbell stretching curves (b = 10)

图 2 　哑铃伸展曲线 (b = 100)
Fig. 2 　The dumbbell stretching curves (b = 100)

图 3 　拉伸粘度曲线 (b = 10)
Fig. 3 　The elongational viscosity curves (b = 10)

图 4 　拉伸粘度曲线 (b = 100)
Fig. 4 　The elongational viscosity curves (b = 100)

对突然开始拉伸流动 ,本文分别对参数 b , α进行不同的组合 ,计算了若干典型情况 ,其结果

如图 5～6 所示. 计算中取哑铃个数为 104 , 初始分布取平衡态的结果.

图 5 　拉伸粘度随时间的变化 (b = 50 ,λHÛε= 4. 0)
Fig. 5 　The elongational viscosity vs time

(b = 50 ,λHÛε= 4. 0)

图 6 拉伸粘度随时间的变化 (α= 0. 5 ,λH Ûε= 4 . 0)
Fig. 6 The elongational viscosity vs ti me

(α= 0 . 5 , λHÛε= 4 . 0)
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　　由图 5 可见 ,随α增大 ,达到定常所需的时间延长. 由图 6 可见 ,b 的变化对达到定常所需时

间几乎没有影响.

对定常拉伸流动 ,本文还对 b = 100 ,α= 1 . 0 的情况 ,给出了三种无量纲拉伸率下的哑铃相

空间分布图 ,结果如图 7 所示. 由于对称性 ,Ψ(Q) = Ψ( - Q) ,所以只画出四分之一圆域.

由图 7 可见 ,随拉伸率增大 ,哑铃相空间有一个从收缩态到充分拉伸态的演化过程 ,在中等

拉伸率范围 ,收缩态与充分拉伸态共存 ,但由于随机力的作用 ,这两个稳定态之间是相互渡越的 ,

从而导致系综平均只有一个值 ,不存在分别对应收缩态与充分拉伸态的两个值 ,这就是为什么不

会出现 S 型曲线的原因所在.

图 7 　哑铃相空间 (b = 100 ,α= 1. 0 ,λHÛε= 0. 2 ;1. 5 ; 1. 8)
Fig. 7 　The phase space of dumbbell (b = 100 ,α= 1. 0 ,λHÛε= 0. 2 ; 1. 5 ; 1. 8)

4 　结 　论

　　1) S 型拉伸粘度曲线不是位形相关阻力系数 FEN E 哑铃分子模型的本身属性 ,而是数学近

似不当造成的 ,高拉伸率与大参数 b 情况下的模拟结果进一步证实了这一点.

2) 由于随机力的作用 ,哑铃相空间不存在相互独立的吸引域 ,拉伸粘度和哑铃伸展等系综

平均量只能是单值 ,这正是不会出现 S 型曲线的原因所在.

3) 位形相关参数α的引入 ,只改变分子的拉伸柔性 ,其值越大 ,分子的拉伸柔性越大 ,达到

定常拉伸的时间越长 ;拉伸粘度曲线和哑铃伸展曲线也越陡.

4) 弹簧参数 b 的变化对达到定常所需时间几乎没有影响 ; b 越大 ,拉伸粘度曲线和哑铃伸

展曲线越陡.
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BROWNIAN DY NAMICS SIMULATION OF FENE D UMBBELL

MODELS WITH CONFIGURATION2DEPENDENT

FRICTION COEFFICIENTS

Fang Jiannong Fan Xijun
( Depart ment of Mechanics , Zhejiang U niversity , Hangz hou 310027 , China )

Abstract 　Results of nonequilibrium Brownian dynamics simulations of the steady state and tran2
sient rheological behavior of nonlinear elastic dumbbell models in elongational flow is reported. The

simulations include exa mination of the effects of configuration2dependent f riction coefficients and

spring parameter. The nonlinear random dynamical theory is used to analyze phase diagrams and an

interpretation of no S2shaped curves for the elongational viscosity or for the mean2square end2to2end

distance is given.

Key words 　Brownian dynamics simulation , molecular model , rheology , kinetic theory
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