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Reissner板的哈密尔顿体系及其辛正交解析法
邹贵平

(同济大学工程力学与技术系 , 上海 200092)

摘要　基于 Reissner板理论 , 通过对混合能变分原理的修正 , 建立了更一般的哈密尔顿型

广义变分原理 , 并给出了 Reissner板问题的哈密尔顿正则方程及其共轭辛正交解析法.

关键词　哈密尔顿　正则方程 , 共轭辛正交 , Reissner板

引 　　言

过去在解析求解偏微分方程时 , 常用分离变量法 , 然后用 Sturm - Liouville本征问题的解

作为子空间的基底函数 , 但若控制方程中出现了奇数次偏导数时 , 一般就无法分离变量了. 既

使硬用分离变量的形式代入方程 , 也会导致非 Sturm - Liouville本征问题 , 而不能保证本征函

数的正交性和完备性. 文献 [1 ] 从势能原理出发 , 引进对偶变量 , 将条形域平面弹性问题导

向哈密尔顿体系 , 很好地解决了这一问题. 本文则进一步将哈密尔顿体系的理论与方法引入到

Reissner板的分析之中 , 通过对混合能变分原理的修正 , 建立了更一般的哈密尔顿型广义变分

原理和哈密尔顿正则方程 , 因此就可以在全状态空间中选用子空间 , 这样就保证原问题的本征

解不变 , 并采用共轭辛正交归一关系给出按本征对展开的解析法 , 从而拓广了 Sturm - Liou2
ville问题及按本征对展开的解析方法.

1　Reissner板的哈密尔顿正则方程

基于 Reissner板理论 , 将坐标 y模拟时间以建立哈密尔顿体系 , 写出修正后的哈密尔顿型

广义变分泛函为
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引入全状态变量 Y = ( p T , qT) T , 及换位算子矩阵

J =
0　I

- I 　0 97
, 　　J21 = J T = 2J (5)

其中 I是单位矩阵 , 则有

Y
·

= J - 1 5ι
5 Y

= H Y + Q (6)

式中 H =
F　　K

C　 - FT 哈密　则 方程
且有关系式

J HJ = H T =
FT 　C

K　 - F, 然　t ur

(7)

　　这说明哈密尔顿算子矩阵 H 将全状态变量变换到全状态变量 ; H T 则将共轭全状态变量

变换到共轭全状态变量 ; J 将全状态变量变换到共轭全状态变量.

2　共轭辛正交解析法

考虑 x 对边简支的矩形板 , 它的边界条件为

W = <y = M x = 0　　 ( x = 0 , a 边) (8)

故采用分离变量法[1 ] , 全状态变量假设为

W = ∑
∞

m = 1
W , m ( y) sin , ax , 　　<x = ∑

∞

m = 1
<x , m ( y) cos ax

<y = ∑
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∞

m = 1
Q y , m ( y) sin ax

M y = ∑
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m = 1
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式中

Fm =

0　　α　 - 1

2μα　　0　　0

0　　　0　　00　

, 　　Cm =

1/ D 　　　0 　　　0

0　 2/ D (1 - μ) 　0

0　　　　0　　　1/ GkhY·

Km =

0　　　　　　0　　　　　　0

0　　Gkh + D (1 - μ2)α2　　 - Gkhα

0　　　　 - Gkhα　　　　Gkhα2C

其中 D = Eh3/ 12 (1 - μ2) , G = E/ 2 (1 +μ) , k为剪切修正系数. 式 (11) 的本征问题为

μi Y mi ( y) = Hm Y m i ( y) (13)

其中μi 是待求的本征值. 由文献 [1 , 4 ] 可知 , 哈密尔顿算子矩阵的本征值可以自然地分为

两组

( a) μai , 　　Re (μai) ñ 0 ; 　　( b) μbi = - μai (14)

其加权共轭辛正交归一关系为

( a) 　如μ≠- μj , 　　则 Y T
miJ Y mj = 0

( b) 　如μi = - μj , 　　则 Y T
m iJ Y m j = 1　或者 Y T
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其中 Cai , Cbi是与边界条件有关的待定常数. 这样就得到全状态变量的解答为

Y m ( y) = ∑
∞

m = i

{ [ Caie
μiy - Y T

mbiQ m ( y) /μi ] Y m ai + [ Cbie
-μiy + Y T

m aiQ m ( y) /μi Y mbi} (21)

3　数值算例

考虑矩形方板 , 受均布荷载 Q0作用 , 其弹性常数取μ = 013 , 为了研究各种边界条件的影

响 , 我们分三种支承情况进行讨论 : (1) 四边简支 ; (2) 对边简支 , 对边固支 ; (3) 对边简支

, 对边自由. 表 1 给出不同厚宽比下 , 三种支承情况下的位移和弯矩. 表中 M indlin 解析

解[2 ,3 ]采用的是级数解 , Kant [3 ]给出的是高阶理论有限元解.

表 1　均布荷载作用下和不同厚宽比下方板的位移和弯矩

Table 1　Comparison of moments and center deflections of different

ratio of thick/ width subjected to uniformally load

h/ a 0101　　0110　　0120

quadrilateral simply supported

W max Eh3/ Q0 a4) ×102

this paper solution 4144　　4166　　5124

Mindlin analytical solution 4143　　4166　　5124

high order theoretical solution 4144　　4146　　5124

[ ( M y) max / Q0 a2 ] ×102

this paper solution 4179　　4181　　4182

Mindlin analytical solution 4179　　4179　　4179

high order theoretical solution 4171　　4172　　4171

a couple of simply supported , a couple of clamped

( W max D/ Q0 a4) ×103

this paper solution 1192　　2122　　3104

Mindlin analytical solution 1192　　2121　　3102

high order theoretical solution 1192　　2118　　2193

[ ( M y) max/ Q0 a2 ] ×102

this paper solution 2144　　2158　　2194

Mindlin analytical solution 2144　　2158　　2192

high order theoretical solution 2144　　2160　　3101

a couple of simply supported , a couple of free

( W max D/ Q0 a4) ×102

this paper solution 1131　　1135　　1146

Mindlin analytical solution 1131　　1134　　1143

high order theoretical solution 1131　　1134　　1145

[ ( M y) max/ Q0 a2 ] ×10

this paper solution 1122　　1122　　1123

Mindlin analytical solution 1122　　1122　　1123

high order theoretical solution 1122　　1122　　1123

4　结束语

本文将 Reissner板问题导向哈密尔顿体系 , 突破了欧几里德度量空间的限制 , 在辛几何空

间中采用共轭辛正交关系给出精确解 , 显示出巨大的优越性. 可以预计 , 关于弹性力学辛算法

的研究将有广泛的应用前景.
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THE HAMILTON SYSTEM AND ANALYTICAL SYMPL ECTIC

SOL UTION FOR REISSNER PLATES

Zou Guiping

( S hanghai Institute of A pplied M athem atics and Mechanics , S hanghai 200072 China)

Abstract　Based on the Reissner plate theory , and by modifying the mixed variational principle , the

Hamilton type generalized variational principle is established , and the Hamilton canonical equations

and the analytical symplectic solution are also presented.

Key words　Hamilton canonical equation , adjoint ortho - organization symplectic method , Reissner plates
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