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摘要　用完全笛卡尔坐标描述多体系统的运动学和动力学在提高计算效率方面有突出

优点. 导出用完全笛卡尔坐标表示的刚体及多体系统的动量和动量矩的解析式,给出与

之对应的广义惯量矩阵概念,建立无力矩状态下用完全笛卡尔坐标描述的多体系统动

力学的一阶微分方程组,用于多体航天器的姿态运动分析.
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引　言
在工程技术的有力推动下,多体动力学在近20年内取得巨大进展. 初期的理论研究成果已经

发展为各种类型的计算软件. 当前的研究重点在于如何提高计算效率,缩短计算时间,在此基础

上寻求多柔体系统的建模和算法. 根据所采用坐标的不同性质,多体系统的建模方法区分为最小

数目坐标和最大数目坐标两种类型. 以Roberson2W ittenbu rg 方法为代表的最小数目坐标方法

以铰坐标,即邻接刚体之间的相对转角或位移作为广义坐标. 其主要优点为变量数少,树系统的

坐标数即等于自由度数. 但动力学微分方程的系数矩阵的构造过程十分复杂,包含大量的非线性

运算. 以Chace 和H aug 的工作为代表的最大数目坐标方法以各分体质心的笛卡尔坐标和描述

姿态的欧拉角或欧拉参数作为非独立的广义坐标,利用拉氏乘子与铰约束方程联立建立方程. 这

种方法虽然变量增多,但计算程式化易于编制通用程序.

近年来, Garcíde Ja lón 和Bayo 等提出完全笛卡尔坐标方法,是另一种形式的最大数目坐标

方法. 由于在提高计算效率方面的突出优点而受到注意. 这种方法的特点是利用与刚体固结的若

干参考点和参考矢量的笛卡尔坐标描述刚体的空间位置和姿态,而无须使用欧拉角或欧拉参数.

参考点通常选在铰的中心,参考矢量沿铰的转轴或滑移轴,通常可由多个刚体共享,使未知变量

数减少. 所有约束方程均为坐标的二次代数方程,其 Jacob i矩阵为坐标的线性函数,从而使计算

时间显著减少. 由于动力学方程完全独立于约束条件,当系统增加或减少约束时只需相应地改动

约束方程,因此特别有利于闭环系统和变结构系统的建模. 此方法的另一优点是在约束方程中出

现的参考点距离或参考矢量夹角均为直接与机械设计有关的参数,有利于优化分析. 以图1所示

空间四连杆为例,其中A , B 为转动铰, C 为球铰, D , E 为以 Τ为轴的圆柱铰. 用铰坐标表示的变

量数为7, 用各杆件的质心坐标和欧拉参数表示的变量数为21. 用完全笛卡尔坐标方法只需选

择C , D , E 为参考点,变量数为9, 同时附加8个二次多项式约束方程. 采用完全笛卡尔坐标的多

体动力学方程可利用拉氏第二类方程或虚功率原理导出. 这种建模方法已成功地应用于空间机



构的动力学分析[ 1～ 5 ]. 在讨论载体自由漂浮的多体航

天器的姿 态运动时,若万有引力梯度允许忽略且无控

制力矩作用,可直接利用动量矩守恒原理使动力学方

程降阶. 为使完全笛卡尔坐标方法能用于分析自由空

间多体系统,本文导出用完全笛卡尔坐标描述的刚体

和多刚体系统的动量和动量矩的解析表达式, 给出与

之对应的广义惯量矩阵概念, 建立用完全笛卡尔坐标

描述多体系统动力学的一阶微分方程组, 用于多体航

天器的动力学分析.

1　刚体的平面运动

先讨论作平面运动的刚体 (图2). 设 i, j 为刚体中任选的距离为 l的二参考点,O 为刚

图2　刚体的平面运动

F ig. 2　P lanar mo tion of a rigid body

体的质心, P 为刚体上任意点,O 0为惯性空间中的固

定点,定义以下矢量

r i = O 0 i, r j = O 0 j , r0 = O 0O

r = O 0P , Θi = O i, Θ= O P
(1)

将矢量 r j = r j - r i作为参考矢量,设 n 为运动平面的

法线基矢量,令 u= n×r ij为另一参考矢量, 与 rij在

运动平面内相互正交. 将矢量 iP沿 r ij和 u 分解为

iP = r - r i = Θ- Θi = C 1 r ij + C 2u (2)

建立惯性基 (O 02xy )和连体基 (O - xδyδ) , xδ, yδ轴分别与 r ij和 u 平行. 约定以 带^ 与不带^ 的矩阵

符号分别表示矢量相对 (O 2x
δ

y
δ) )或 (O 02xy )的投影列阵. 从式 (2)相对 (O 2x

δ
y
δ)的投影式导出

Θδ = Θδi + lc (3)

其中

c = [c1 c2 ]T = l- 1 (Θ- Θi) (4)

从式 (2)相对 (O 02xy )的投影式导出

r = (1 - c1) r i + c1 r i + c2Τ= Cq (5)

其中, q为由 r i, r j 相对 (O 2xy )的笛卡尔坐标组成的广义坐标列阵 , C 为2×4变换矩阵

q = [x i y i x j y j ]T (6)
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C =
1 - c1 c2 c1 - c2

- c2 1 - c1 c2 c1

(7)

利用式 (5)计算刚体质心的矢径 r0的投影列阵,得到

r0 = m - 1 rdm = D qΘ
D =

1 - a 1 a 2 a 1 - a 2

- a 2 1 - a 1 a 2 a 1

(8)

其中,m 为刚体质量,参数 a1, a2定义为

a = [a1 a2 ]T = m - 1 cdm = - l- 1Θδi
Θ (9)

利用式 (8)计算刚体的动量Q = m r0的投影列阵,得到

Q = 5 qα (10)

其中 5 = m D .

设 Ξ为刚体的角速度,利用运动学关系式 rαij = Ξ×r ij , 可导出用笛卡尔坐标表示的角速度法

向分量 Ξ

Ξ = Gqα

G = l- 2 [y j - y i, - x j + x i, - y j + y i, x j - x i ]
(11)

利用刚体的中心惯量矩 Jδ计算刚体相对质心O 的动量矩 Hδ = JδΞ, 得到

Hδ = 7 qα (12)

其中 5δ= J
δ
G 为刚体相对质心的广义惯量矩阵. 利用式 (8) , (10) , (12)还可计算刚体相对固定点

O 0的动量矩H = Hδ + ( r0×Q ) õn 的投影列阵,得到

H = 7 qα (13)

其中 7 为刚体相对固定点O 0的广义惯量矩阵,定义为

7 = 7δ + Ω (14)

Ω = [Ωi ]为由以下元素组成的4阶列阵,其中 a
2= a

2
1+ a

2
2

Ωl1 = m [ - (1 + a2 - 2a1) y i - a2x j + (a2 - a1) y j ]

Ω2 = m [ (1 + a2 - 2a1) x i - (a2 - a1) x j - a2y j ]

Ω3 = m [a2x i + (a2 - a1) y i - a2y j ]

Ω4 = m [ - (a2 - a1) x i + a2y i + a2x j ]

(15)
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设 F x , F y , M 为刚体上的作用力相对 (O 02xy )的投影和相对O 0点的主矩的法向分量,利用动量

定理和动量矩定理可导出刚体的动力学普遍方程

A qβ = B

A = [7 T , 7 T ]T ,B = - Aαqα+ [F x , F y , M ]T
(16)

在无外力或无外力矩情况下,可直接利用动量守恒或动量矩守恒原理,使动力学方程降阶.

2　多体系统的平面运动

讨论由自由漂浮的主刚体B 1, 简化为均质细杆的机械臂B 2, B 3以转动铰联结的开环多体

系统 (图3). 选择B 1的质心1, 铰点2, 3及抓手端点4为各分体共享的参考点,各分体的连体基及

物理参数如表1所示:

表1

T ab le 1

rigid body i j xδ yδ l a1 a2 m Jδ

B 1 1 2 r12öl1 (n r12) öl1 l1 0 0 m 1 Jδ1

B 2 2 3 r23öl2 (n r23) öl2 l2 1ö2 0 m 2 m 2 l2
2ö12

B 3 3 4 r34öl3 (n r34) öl3 l3 1ö2 0 m 3 m 3 l2
3ö12

图3　多体系统的平面运动

F ig. 3　P lanar mo tion of a m ultibody system

以系统的总质心O 0为原点,建立平动坐标系 (O 02xy ) , 由于O 0运动在坐标系内引起的惯性力与

万有引力平衡, (O 02xy )可视作惯性基. 将各参考点相对 (O 02xy )的笛卡尔坐标组成广义坐标 q

q = [x 1　 y 1　x 2　y 2 　x 3 　y 3　 x 4　 y 4 ]T (17)

有以下几何约束条件

(x k+ 1 - x k ) 2 + (y k+ 1 - y k ) 2 - l2
k = 0 (k = 1, 2, 3) (18)

利用式 (10) , (13)计算各刚体的动量及相对O 0的动量矩并求和,导出系统的总动量Q 和总动量
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矩H

Q =
m 1 0 m 2ö2 0 (m 2 + m 3) ö2 0 m 3ö2 0

0 m 1 0 m 2ö2 0 (m 2 + m 3) ö2 0 m 3ö2
qα (19)

H = [7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 7 7 8 ] qα (20)

其中

7 1 = - [ ( J
δ

1öl2
1) + m 1 ]y 1 + ( J

δ
11öl2

1) y 2

7 2 = [ ( Jδ1öl2
1) + m 1 ]x 1 - ( Jδ1öl2

1) x 2

7 3 = ( Jδ1öl2
1) y 1 - [ (Jδ1öl2

1) + (m 2ö3) ]y 2 - (m 2ö6) y 3

7 4 = - ( J
δ

1öl2
1) x 1 + [ (Jδ1öl2

1) + (m 2ö3) ]x 2 + (m 2ö6) x 3

7 5 = - (m 2ö6) y 2 - (1ö3) (m 2 + m 3) y 3 - (m 3ö6) y 4

7 6 = (m 2ö6) x 2 + (1ö3) (m 2 + m 3) x 3 + (m 3ö6) x 4

7 7 = - (m 3ö6) (y 3 + 2y 4)

7 8 = (m 3ö6) (x 3 + 2x 4)

(21)

万有引力与惯性力平衡且无外力矩作用时,系统的总动量为零且总动量矩保持常值H 0. 将约束

条件 (18)对 t求导,与Q = 0, H = H 0联立,可直接写出以下一阶微分方程组

A qα= B (22)

系数矩阵A , B 定义为

A =

7 1 7 2 7 3 7 4 7 5 7 6 7 7 7 8

m 1 0 m 2ö2 0 (m 2 + m 3) ö2 0 m 3ö2 0

0 m 1 0 m 2ö2 0 (m 2 + m 3) ö2 0 m 3ö2

x 1 - x 2 y 1 - y 2 x 2 - x 1 y 2 - y 1 0 0 0 0

0 0 x 2 - x 3 y 2 - y 3 x 3 - x 2 y 3 - y 2 0 0

0 0 0 0 x 3 - x 4 y 3 - y 4 x 4 - x 3 y 4 - y 3

(23)

B = [H 0 0 0 0 0 0 ]T

空间机械臂的逆动力学问题要求根据给定的抓手运动计算铰的相对转动规律. 令广义坐标 q 中

的 x 4 ( t) , y 4 ( t)为已知函数,则方程组 (22)封闭,可解出其余坐标以确定铰2, 3的相对转角Μ2和Μ3
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Μ2 = arcsin [ (x 2 - x 1) (y 3 - y 2) - (x 3 - x 2) (y 2 - y 1) ]öl1 l2

Μ3 = arcsin [ (x 3 - x 2) (y 4 - y 3) - (x 4 - x 3) (y 3 - y 2) ]öl2 l3

(24)

图4　刚体的空间运动

F ig. 4 Spatial mo tion of a rigid body

3　刚体的空间运动

讨论刚体的空间运动时,仍采用式 (1)规定的矢

量符号. 刚体的空间位置由刚体中任选的二参考点

i, j 以及固结于刚体与 r ij不共线的参考矢量 u 完全

确定 (图4). 设 u 与 r ij有相同的模 l, 夹角为, ΧΧ≠

0. 令 Α= sinΧ, Β= co sΧ , 引入模为 l 的辅助参考矢

量Μ= (Αl) - 1 ( r ij×u). 将矢量iP沿 r ij , u, Μ分解为

iP = r - r i = Θ- Θi = c1 r ij + c2u + c3Μ(25)

以固定点O 0为原点建立惯性基 (O 02xδyδzδ). 以刚体质

心O 为原点建立连体基 (O 2x
δ

y
δ

z
δ) , x

δ和 z
δ轴分别与 r ij和Μ平行. 各基矢量相对惯性基的投影列阵

e1, e2, e3组成 (O 2 xδ yδ zδ)与 (O 02xy z )之间的方向余弦矩阵 R

R = [e1 e2 e3 ]

e1 = rij öl , e2 = (u - Β r ij ) öΑ l , e3 = - Τυr ij öΑl2
(26)

其中 r ij , u 为各矢量在 (O 2x
δ

y
δ

z
δ)中的投影列阵, Τυ为 Τ在 (O 2x

δ
y
δ

z
δ)中的反对称投影方阵. 将式

(25)向连体基投影,导出参数 c1, c2, c3用 Θ- Θi在 (O 2x
δ

y
δ

z
δ)中的投影列阵 Θδ- Θδi表示的关系式

c = [c1 c2 c3 ]T = L - 1 (Θδ - Θδi)

L = l

1 Β 0

0 Α 0

0 0 1

(27)

将式 (25)向惯性基投影,导出 r 在 (O 02xy z )中的投影列阵

r = [x y z ]T = Cq (28)

其中 q为由 r i, r j , u 相对 (O 02xy z )的笛卡尔坐标组成广义坐标列阵, C 为3×9变换矩阵

q = [ rT
i rT

j uT ]T (29)

C = [ (1 - c1) E + (Αl) - 1c3uζ, c1E - (Αl) - 1c3 uζ, c2E ] (30)
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其中 E 为3阶单位阵, r i, r j 为各矢量在 (O 02xy z )中的投影列阵. 将式 (28)代入式 (8)计算刚体质

心矢径 r0的投影列阵,得到 r0= D q 的同样结果,但D 矩阵定义为

D = [ (1 - a1) E + (Αl) - 1a3Τυ , a1E - ( Αl) - 1a3Τυ, a2E ] (31)

其中参数 a 1, a 2, a 3定义为

a = [a1 a2 a3 ]T = m - 1 cdm = - L - 1Θδi
Θ (32)

将 r0对 t求导,计算刚体的动量Q = m rα0的投影列阵,得到Q = 5 qα的同样结果,但 5 矩阵定义为

5 = m [ (1 - a1) E + ( l) - 1a3uζ, a1E - (Αl) - 1a3 uζ, a2E + (Α l) - 1a3 rυij ] (33)

其中 rυij为 r ij在 (O 02xy z )中的反对称投影方阵.

刚体的角速度 Ξ可利用连体基矢量 e1, e2, e3及其变化率表示,导出 Ξ在 (O 0- xyz)中的投

影列阵

Ξ = (eT
3 eα2, eT

1 eα3, eT
2 eα1) T = G qα (34)

G 为3×9矩阵,定义为

G =
1

Α2 l3

Β(uζr ij ) T - Β (uζr ij ) T - Α(uζr ij ) T

- Α( uζr ij ) T Α (uζr ij ) T 0

- Αl (Τ- Βr ij ) T Αl (Τ- r ij ) T 0

(35)

设 Jδ为刚体的中心惯量张量在 (O -xδyδzδ)中的投影矩阵 ,利用式 (34) , (35)计算刚体相对质心的

动量矩Hδ 在 (O 02xy z )中的投影列阵 Hδ = R JδR
T
X Ξ,得到

Hδ = 7δq (36)

其中3×9矩阵 7δ 为刚体相对质心的广义惯量矩阵

7δ = R J
δ
R TG (37)

利用式 (31) , (33) , (36)等计算刚体相对固定点O 0的动量矩H 在 (O 02xy z )中的投影列阵H =

H
δ + rυ0Q , 导出

H = 7 qα (38)

其中 7 为刚体相对固定点的广义惯量矩阵

7 = 7δ + rυ05 (39)

rυ0为 r0在 (O 02xy z )中的反对称投影方阵.

设 F , M 为刚体上的作用力相对O 0点的主矢和主矩在 (O 02xy z )中的投影列阵,利用动量定

理和动量矩定理可导出刚体的动力学普遍方程

A qβ = B

A = [5 T , 7 T ]T , B = - Aαqα+ [F T , M T ]T
(40)

09 　 力 学 学 报 　 1997　年　第　29　卷



各笛卡尔坐标满足以下约束方程

rT
ij r ij - l2 = 0 , uT u - l2 = 0 , rT

iju - Β l2 = 0 (41)

动力学方程 (40)和约束方程 (41)共含6个常微分方程和3个二次代数方程,完全确定9个笛卡尔坐

标的变化规律. 在无外力或无外力矩情况下,可直接利用动量守恒或动量矩守恒原理,使动力学

方程降阶.

4　多体系统的空间运动

讨论与图3有相同结构的开环多体系统,但铰2改为万向铰 (图5). 仍选择1, 2, 3, 4为参考

点,矢量 u 与B 1固结且与 r12正交,万向铰2的转轴之一沿 r12, 另一转轴矢量为Μ, 转动铰3的转轴

矢量与Μ平行. u , Μ的模分别为 l1, l2. 表2中给出各分体的参考点、连体基和物理参数.

表2

T ab le 2

rigid body i j xδ yδ zδ l a1 a2, 3m Jδx Jδy
Jδz

B 1 1 2 r12öl1 uöl1 r12 uöl2
1 l1 0 0 m 1 Jδ1x Jδ1y

Jδ1z

B 2 2 3 r23öl2 völ2 r23 völ2
2 l2 1ö2 0 m 2 0 m 2 l2

2ö12 m 2 l2
2ö12

B 3 3 4 r34öl3 völ2 r34 völ2 l3 l3 1ö2 0 m 3 0 m 3 l2
3ö12 m 3 l2

3ö12

图5　多体系统的空间运动

F ig. 5　Spatial mo tion of a m ultibody system

建立以总质心O 0为原点的平动坐标系 (O 02xy z )为惯性基. 定义各分体的广义坐标列阵q i ( i= 1,

2, 3)

q1 = [ rT
1 , rT

2 , ΤT ]T , q2 = [ rT
2 , rT

3 , ΜT ]T , q3 = [ rT
3 , rT

4 , vT ]T (42)

利用式 (33) , (39)计算各分体的动量Q i ( i= 1, 2, 3)和相对O 0点的动量矩H i ( i= 1, 2, 3)的投影列

阵,得到

Q i = 5 i qαi, H i = 7 iqαi ( i = 1, 2, 3) (43)
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其中矩阵 5 i ( i= 1, 2, 3)定义为

5 1 = m 1 [E , 0, 0 ], 5 2 = (m 2ö2) [E , E , 0 ] , 5 3 = (m 3ö2) [E , E , 0 ] (44)

矩阵 7 i ( i= 1, 2, 3)定义为

7 i = [7 i1, 7 i2, 7 i3 ] ( i = 1, 2, 3) (45)

各子矩阵 7 ij = R i JδiR
T
i G ij + rυ0i5 ij ( i= 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) , 其中G ij , 5 ij分别为G i 和 5 i的第 j 列子

矩阵, rυ0i为第 i分体的质心相对O 0的矢径 r0i在 (O 02xy z )中的反对称投影方阵. 且有

R 1 = [ r12 l- 1
1 , u l- 1

1 , - uζr12 l- 2
1 ] , J

δ
1 = diag ( J

δ
1x , J

δ
1y , J

δ
1z )

R 2 = [ r23 l- 1
2 , Μl- 1

2 , - Μυr23 l- 2
2 ] , Jδ2 = diag (0, m 2 l2

2ö12, m 2 l2
2ö12)

R 3 = [ r34 l- 1
3 , Μl- 1

2 , - uζr34 l- 1
2 l- 1

3 ] , Jδ3 = diag (0, m 3 l2
3ö12, m 3 l2

3ö12)

G 1 = 1
l
l3

1

0 0 - (uζr12) T

- (uζr12) T (uζr12) T 0

- l1ΤT l1ΤT 0

G 2 =
1
l3

2

0 0 - (uζr23) T

- (uζr23) T (- uζr23) T 0

- l2ΜT l2ΜT 0

G 3 =
1

l2
2 l3

0 0 - (Μυr34) T

- (Μυr24) T ( Μυr34) T 0

- l3ΜT l3ΜT 0

(46)

　　将广义坐标缩并为由18个笛卡尔标组成的列阵 q

q = [ rT
1 , rT

2 , rT
3 , rT

4 , uT , ΜT ]T (47)

将系统内各分的动量矩简单叠加,得到系统的总动量Q 和总动量矩H 的投影列阵

Q = 5 qα, H = 7 qα (48)
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矩阵 5 , 7 定义为

5 = [5 3
1 , 5 3

2 , 5 3
3 , 5 3

4 , 0, 0 ]

7 = 7 3
1 , 7 3

2 , 7 3
3 , 7 3

4 , 7 3
5 , 7 3

6 ]

5 3
1 = m 1E , 5 3

2 = (m 2ö2) E , 5 3
3 = [ (m 2 + m 3) ö2 ]E , 5 3

4 = (m 3ö2) E

7 3
1 = 7 11, 7 3

2 = 7 12 + 7 21, 7 3
3 = 7 22 + 7 31

7 3
4 = 7 32, 7 3

5 = 7 13, 7 3
6 = 7 23 + 7 33

(49)

无约束条件下系统的自由度为 g . 由于总动量为零和总动量矩守恒,存在6个动力学约束条件

Q = 0 , H = H 0 (50)

因此系统的实际自由度为3. 式 (47)中的18个笛卡尔坐标除满足条件 (50)以外,还受以下9个几

何约束条件的限制

(rk+ 1 - rk ) T (rk+ 1 - rk ) - l2
k = 0 (k = 1, 2, 3)

uT u - l2
1 = 0, v T v - l2

2 = 0, (r2 - r1) T u = 0

(rk+ 1 - rk ) T v = 0 (k = 1, 2, 3)

(51)

则独立变量数与自由度相等. 动力学条件 (50)和微分形式的几何约束条件 (51)共提供15个一阶

微分方程,综合为

A qα= B (52)

系数矩阵A , B 定义为

A =

7 3
1 7 3

2 7 3
3 7 3

4 7 3
5 7 3

6

5 3
1 5 3

2 5 3
3 5 3

4 0 0

- rT
12 rT

12 0 0 0 0

0 - rT
23 rT

23 0 0 0

0 0 - rT
34 rT

34 0 0

0 0 0 0 uT 0

0 0 0 0 0 v T

- uT uT 0 0 rT 12 0

- v T v T 0 0 0 rT
12

0 - v T v T 0 0 rT
23

0 0 - v T v T 0 rT
34

B = [H 0 0T ]T (53)

其中B 矩阵中的 0为12个 0组成的列阵.
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　　讨论空间机械臂的逆动力学问题时,对于给定的抓手运动 r4 ( t) , 可从封闭的方程组 (53)积

分,解出其余坐标以确定万向铰2的相对转角 Η1, Η2 以及转动铰3的相对转角 Η3 的控制规律

¬1 = arcsin (uζv öl1 l2) , ¬2 = arcsin, (rυ12 r23öl1 l2) , ¬3 = arcsin (rυ23 r34öl2 l3) (54)

若系统内存在闭环 ,只需相应地增加多余铰的几何约束条件,不需对原方程作任何改动.

　　致谢　 作者感谢 J. W it tenbu rg 教授对本文的讨论和建议.
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ON DY NAM ICS OF M UL TIBODY SY STEM D ESCR IBED

BY FULLY CARTESIAN COORD INATES

L iu　 Yanzhu

( S hang ha i J iaotong U niversity , D ep artm en t of E ng ineering M echan ics, S hang ha i 200030}, Ch ina )

Abstract 　T he fo rm u la t ion of k inem atics and dynam ics of m u lt ibody system basedon the fu lly

Cartesian coo rd ina tes has an im po rtan t advan tage incom pu ta t iona l eff iciency. In p resen t paper

the ana lyt ica l exp ression oflinear and angu lar m om en tum s of rig id body and m u lt ibody system

in fu llyCartesian coo rd ina tes and the co responding genera lized inert ia m atrix are g iven. T he dy2

nam ics of a to rque- free m u lt ibody system described by the fu lly Cartesian coo rd ina tes in the

fo rm of d ifferen t ia l equa t ion s of first o rder is fo rm u la ted and can be u sed fo r the ana lysis of a t2

t itude m o tion of spacecraft.

Key words　dynam ics of rig id body, m u lt ibody dynam ics, a t t itude dynam ics ofspacecraft
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