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摘要　利用二维弹性力学模型研究了纤维增强复合材料中基体裂纹与弱界面的相互作用机理.

文中首先导出各向异性弹性多层介质中刃型位错的基本解, 然后运用这些基本解建立了弱界面

复合材料中典型的 H 型缺陷的奇异积分方程组, 通过求解这些方程得到外载荷的大小、弱界面

的结合强度、界面的残余压力和摩擦系数、纤维与基体的弹性模量比等微结构参量与基体裂纹

附近的应力场的关系.
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引　言

复合材料的相间界面是其重要的微结构, 界面的结合性状与复合材料的损伤和破坏关系密

切. 当纤维与基体以强界面结合时, 基体裂纹易于穿越界面, 导致承载纤维的断裂与复合材料

总体强度的下降; 而在弱界面复合材料中基体裂纹则容易在界面处转折, 从而使大部分纤维保

持完整, 维持了沿纤维方向复合材料的承载能力. 文献[ 1 ]利用能量准则给出了强界面与弱界

面的判据, 为复合材料的界面设计提供了一个重要依据.

但问题并没有完全解决. 特别是对于大量存在的弱界面复合材料, 它们的界面结合强度与

基体裂纹附近的应力分布有什么关系, 基体裂纹附近的未断裂纤维的应力集中情况如何? 这一

问题关系到如何正确地设计这类复合材料, 应当引起重视. Do lla r 和 Stief 在文[ 2 ]中研究了同

质材料的弱界面问题, 他们的解可用于象陶瓷基复合材料那样的基体与纤维的弹性模量相当的

情况, 但对于纤维与基体的刚度比比较大的复合材料, 上述解的应用则受到限制: Yang 和

Boeh ler 在文[3 ]中研究了复合材料层合板的层内多重断裂与层间脱粘的相互作用, 给出了具有

这类损伤的正交铺设层合板的应力应变关系曲线, 然而由于他们为断裂辅层引入了一个沿横截

面呈二次多项式变化的位移模式, 他们的解若被用于描述缺陷附近的局部应力场便显得不够精

确.

本文将用二维弹性力学模型研究复合材料相间弱界面的细观作用机理. 文中首先导出各向

异性弹性多层介质中刃型位错的基本解, 然后运用该基本解建立由复合材料的基体裂纹和与之

相交的弱界面上的脱粘所构成的H 型缺陷的奇异积分方程组. 这里界面脱粘后被一般地假设为

部分张开, 其闭合部分作用有库仑摩擦力, 界面裂纹的强度则用其断裂韧性来表征. 通过求解

离散后的一组非线性代数方程, 得到外载荷、弱界面结合强度、残余应力和界面摩擦系数、纤维

和基体弹性模量比等参量与基体裂纹附近应力分布的关系.
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1　理论分析

1. 1　多层介质中刃型位错的基本解

　　如图 1 所示, 弹性介质由三层材料组成, 其

中第 1 层与第 2 层均为各向同性材料, 其拉梅弹

性常数分别为 (Κ1, Λ1) 与 (Κ2, Λ2) , 第 3 层则为

正交各向异性材料 , 其刚度系数为 ( bΑΒ , Λx y ) ,

使

图 1
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　　在界面 y = 0 上
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Π
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　　其中 ∆(x )是 D irac 函数, Α, Β是 D undu rs 常数[ 4 ]

r= x 2+ y 2 , 　C =
2Λ1 (1+ Α)

(ϑ1+ 1) (1- Β2) =
2Λ2 (1- Α)

(ϑ2+ 1) (1- Β2)
(5)
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　　在平面应变下取 k i= 3- 4Μi, 平面应力下取 k i= (3- Μi) ö(1+ Μi) , Μi为泊松比, i= 1, 2. 对

上述位移与应力分量分别作傅里叶变换, 有

U� ( i) (Ν, y ) =
∞

0
uζ i (x , y ) sinΝx dxΘ , 　　　V� ( i)

x y (Ν, y ) =
∞

0
Τυi (x , y ) co sΝx dxΘ

2� ( i)
x (Ν, y ) =

∞

0
Ρζi
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∞

0
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2� ( i)
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∞

0
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(6)

图 1 所示问题的解可表示成

u
( i) = uθ ( i) + uζ ( i)　　　Τ( i) = Τγ( i) + Τυ( i)
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(7)

其中 uζ (3) = Τυ(3) = Ρζ (3)
x = Ρζ (3)

y = Ρζ (3)
x y = 0. 类似于式 (6)可以相应地定义 uθ ( i) , Τγ( i) , Ρλ( i)

x , Ρλ( i)
y , Ρλ( i)

x y 的傅里

叶变换. 从各向同性与各向异性弹性力学的基本方程出发不难导得, 当 i= 1 与 2 时, 它们的通

解是
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　　当 i= 3 时
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其中A
( i)
j 为 Ν的待定函数. 在式 (9)中

d j = [Β2s
3
j - (Β1Β2- Β2

3) sj ]Β3 (10)

为方程

s4+
Β2

3- Β1Β2- 1
Β2

s2+
Β1

Β2
= 0 (11)

的 4 个根, 且满足R e (s1) > R e (s2) > 0, s3= - s1, s4= - s2. 以上两式中

Β1= b11Λx y , 　Β2= b22Λx y , 　Β3= 1+ b12Λx y (12)

　　弹性场 (7)应满足界面的连续条件, 在 Ν域内它们是

Uϖ (2) (Ν, 0) - Uϖ (1) (Ν, 0) = 0 , 　Vϖ (2) (Ν, 0) - Vϖ (1) (Ν, 0) = 0

2ϖ(2)
y (Ν, 0) - 2ϖ(1)

y (Ν, 0) = 0 , 　2ϖ(2)
x y (Ν, 0) - 2ϖ(1)

x y (Ν, 0) = 0
(13)

及

Uϖ (3) (Ν, h 2) - Uϖ (2) (Ν, h 2) = U
� (2) (Ν, h 2) , 　Vϖ (3) (Ν, h 2) - Vϖ (2) (Ν, h 2) = V

� (2) (Ν, h 2)

2ϖ(3)
y (Ν, h 2) - 2ϖ(2)
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y (Ν, h 2) , 　2ϖ(3)
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x y (Ν, h 2) = 2ϖ(2)

x y (Ν, h 2)
(14)

此外, 在边界上还应满足相应的边界条件

Vϖ (1) (Ν, - h 1) = - V
� (1) (Ν, - h 1) , 　2ϖ(1)

x y (Ν, - h 1) = - 2ϖ(1)
x y (Ν, - h 1)

2ϖ(3)
y (Ν, ∞) = 0 , 　　 　　　　　　　　2ϖ(3)

x y (Ν, ∞) = 0

(15)

式 (13)～ (15) 共包含 12 个方程, 可用于求解 12 个未知数A
( i)
j (Ν). 然后对式 (8) 与式 (9) 进行傅

里叶逆变换可求得: Ρλy (x , 0) = F 1 (x ) bx , Ρλx y (x , 0) = G 1 (x ) bx , Ρλ( i)
x (x , y ) = H

( i)
1 (x , y ) bx.

完全类似地, 我们可以分别求得当原点存在刃型位错 by 以及在点 (0, Φ) (Φ< 0) 处存在刃型

位错 bx 时的基本解, 其中对应于 Ρλy (x , 0) , Ρλx y (x , 0) , Ρλ( i)
x (x , 0) 那部分应力的影响函数分别为

F 2 (x ) , G 2 (x ) , H
( i)
2 (x , y )与 F 3 (x ) , G 3 (x ) , H

( i)
3 (x , y ).

1. 2 H 型缺陷的奇异积分方程组

考虑如图 2 所示的由复合材料中的基体裂纹与弱界面的界面裂纹所组成的平面应变 H 型

缺陷. 这里层 1 与层 2 的弹性模量为 (E 1, Λ1) 与 (E 2, Λ2) , 分别代表复合材料中基体与纤维的杨

氏模量与剪切模量. 按照广义自洽模型, 层 3 的弹性性质由复合材料的等效模量 (bΑΒ, Λx y ) 来

表征[ 5 ]. 图中 Ρ∞为无穷远处沿 x 方向的应力, Ρ0则用以表征纤维横向的残余应力.

由于界面y = 0是弱界面 , 在载荷Ρ∞的作用下它将于基体裂纹的尖端附近发生脱粘 , 设

脱粘区域为û x û < as. 若层1与层2的弹性模量不同, 则脱粘后的界面在界面裂纹尖端附近始

终存在一接触区[ 6 ] , 其张开部分设为û x û < ag < as. 在脱粘界面的闭合部分ag < û x û < as上
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界面处于库仑摩擦滑移状态, 记摩擦系数为 Τ. 因图 2 的问题关于 y = - h 1对称, 故仅需考虑

y Ε - h 1的部分. 运用叠加原理, 该裂纹问题的边界条件可表达为

Ρx (0, y ) = - Ρ1　 (- h 1 < y < 0) , 　　Ρx y (0, y ) = 0　 (- h 1 < y < 0)

Ρy (x , 0) = - Ρ0　 (ûx û < ag ) , 　　　 Ρx y (x , 0) = 0　 (ûx û < ag )

Ρx y (x , 0) = Λ[Ρy (x , 0) + Ρ0 ]sg n (x )　　 (ag < ûx û < as)

Ρy (x , 0) + Ρ0 Φ 0　 (ag < ûx û < as)

Μ(x , - h 1) = 0, 　Ρx y (x , - h 1) = 0

Ρy (x , ∞) = 0, 　Ρx y (x , ∞) = 0

(16)

式中 sgn (x )为符号函数, Ρ1= (E 1E x ) Ρ∞, E x 为复合材料沿 x 方向的等效模量.

上述边界条件可通过裂纹面上的连续分布位错来满足, 设在界面 y = 0, û x û < ag 上及基体

裂纹面 x = 0, - h 1< y < 0 上分别作用有密度为B
in t
y (x )与B

nch
x (y )的张开型位错, 沿界面 y = 0, 　

ûx û< as 上作用有密度为B
in t
y (x )的滑移型位错, 利用上节推导的基本解和问题的对称性, 可建立

如下的奇异积分方程组

ag

0

B in t
y (x 0)

x - x 0
d x 0 - ΒΠB in t

x (x )Θ +
ag

0
K 1y (x , x 0)B in t

y (x 0) d x 0
Θ +

as

0
K 2y (x , x 0)B in t

x (x 0) d x 0
Θ +

　
0

- h1
K 3y (x , Φ)B nch

x (Φ) d ΦΘ = -
Π
C

Ρ0　 (0 < x < ag )

as

0

B in t
x (x 0)

x - x 0
d x 0 - ΘΒΠB in t

y (x )Θ +
as

0
K 1x y (x , x 0)B int

x (x 0) d x 0
Θ +

ag

0
K 2x y (x , x 0)B in t

y (x 0) d x 0
Θ +

　
0

- h1
K 3x y (x , Φ)B nch

x (Φ) d ΦΘ = - 0　 (0 < x < ag)

as

0

B in t
x (x 0)

x - x 0
d x 0 - ΛΒΠB in t

x (x )Θ +
as

0
[K 1x y (x , x 0) - ΛK 2y (x , x 0) ]B in t

x (x 0) d x 0
Θ -

　 Λ
ag

0

B in t
y (x 0)

x - x 0
d x 0

Θ +
ag

0
[K 2x y (x , x 0) - ΛK 1y (x , x 0)B in t

y (x 0) d x 0
Θ +

0

- h1
[ΛK 3x y (x , Φ) - ΛK 3y (x , Φ) ]B nch

x (Φ) d ΦΘ =
Π
C

ΛΡ0　 (ag < x < a s)

0

- h1

B nch
x (Φ)

y - Φd ΦΘ +
0

- h1
K 1x (y , Φ)B nch

x (Φ) d ΦΘ +
as

0
K 2x (y , x 0)B in t

x (x 0) d x 0
Θ +

　
ag

0
K 3y (y , x 0)B in t

y (x 0) d x 0
Θ =

Π
C

(1 + Α)
(1 - Β2) Ρ1　 (- h 1 < y < 0)

(17)
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图 2

F ig. 2

式中 K 1x , K 1y , K 1xy 为正则积分核, 它们的表达式由附录给出, 当 x Φ ag 时, Θ= 1, 当 ag < x <

as 时, Θ= 0.

文献[6 ]和[7 ]证明: 在界面 y = 0, x = as 处, 应力 Ρx y具有 1ö2 次的奇异性, 在 y = 0, x = ag

处应力 Ρy 有界, 在基体裂纹的端点即坐标原点处应力 Ρx 有界. 因此位错密度B
in t
x (x )可以表达成

B
in t
x (x ) = �int

x (x ) ö as- x (18)

其中 �in t
x (x )为 x 的正则函数. 同时为了计算方便, 取

B in t
y (x ) = �in t

y (x ) ö ag - x , 　　　�in t
y (ag ) = 0

B nch
x (y ) = �nch

x (y ) ö h 1 + y , 　　　�nch
x (- h 1) = 0

(19)

其中 �in t
y (x )与 �nch

x (y )分别为 x 与 y 的正则函数. 通过对正则函数 �in t
x , �in t

y , �nch
x 进行分片二次光

滑插值, 具有广义柯西核的奇异积分方程组 (17) 可以化成一组关于 �in t
x , �in t

y , �nch
x 的节点值的代

数方程[ 8 ].

如上所述, 当界面两侧材料的弹性性质不同时, 由于界面裂纹的尖端附近始终存在一

Com n inou 接触区, 因此它应是Ê 型裂纹, 其应力强度因子为

K II = li m
x→ as

[ 2Π(x - as) Ρx y ] = 2ΠasC �in t
x (as) (20)

如果层 1 与层 2 的材料相同, 则如文献[ 2 ]的计算表明, 当界面裂纹长度 a s 很短时裂纹面可能张

开, 这时界面裂纹尖端É 型和Ê 型应力强度因子共存, 但在大部分情况下 ag< a s, 界面裂纹仍是

Ê 型的. 值得注意的是上述Com n inou 界面裂纹模型使得我们可以避免引入双材料界面裂纹尖

端的振荡奇异性. 正如R ice 在文[ 9 ]中所指出, 对于本文所讨论的接触区较长的界面裂纹, 采用

具有振荡奇异性的混合型应力强度因子将导致较大的误差.

2　计算结果与讨论

在载荷Ρ∞的作用下, 上述基体裂纹首先在靠近裂纹尖端的弱界面上形成脱粘, 脱粘的长

度与载荷的大小及弱界面的结合强度均有关. 对于给定结合强度的弱界面, 式 (17) 中的 a s与
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ag是载荷 Ρ1与 Ρ0的函数, 界面裂纹的应力强度因子则与 as, ag及载荷的大小均有关. 设图 2 中

层 1 与层 2 的材料性质不同, 根据前面的分析, 对于脆性的界面裂纹, 它的起裂条件为 K I I达到

其临界值 K I Ic. 令式 (20) 中 K II= K I Ic, 则由式 (17)～ (20) 可以求得对应于初始界面脱粘长度 a s

使其达到起裂状态所需之载荷 Ρ1. 在实际计算中我们把 Ρ1 与 Ρ0无量纲化, 即引入

2 1=
Ρ1 h1

8Λ1GCö(ϑ1+ 1)
, 　2 0=

Ρ0 h1

8Λ1GCö(ϑ1+ 1)
(21)

其中 GC= K 2
I IC 4C 为上述界面裂纹的断裂韧性[ 10 ].

为验证本文给出的算法的正确性, 我们首先计算了纤维与基体具有相同弹性性质且残余应

力为零的情况, 所得到的界面裂纹的应力强度因子与界面脱粘长度的关系和文[ 11 ]的结果完全

一致.

图 3 给出了纤维与基体的泊松比相同, 弹性模量比为 E 2E 1= 1. 1, 2, 10 三种情况下无量纲界

面起裂应力 2 1 与界面脱粘长度 a söh1 的关系. 由图可见, 对于具有一定结合强度的界面, 在脱粘

的起始阶段界面裂纹的扩展是稳定的, 即需要不断增加载荷才能使界面的脱粘长度增大. 但是

当载荷达到其临界值, 界面裂纹便失稳扩展, 这时不需要增加载荷界面也会突然被拉开一段距

离. 这种现象也同时存在于同质材料的界面[ 2 ]. 此外由 2 1 的定义可知, 界面的结合强度愈弱, 2 1

的临界值就愈小.

图 4 给出了无量纲载荷 2 1与基体裂纹前沿未断裂纤维的应力集中因子 (Ρx ) tip Ρ1的关系. 由

图 3 与图 4 可知, 当载荷 Ρ1很小时, 基体裂纹尖端前缘的应力集中很大 (如脱粘长度 as = 0,

(Ρx ) tip就具有奇异性). 随着 2 1的增大, 界面的脱粘长度也增大, 纤维处的应力集中则显著下

降. 特别是当 2 1达到其临界值时, 界面被突然拉开, 纤维的应力集中也跳跃到一个较低的值.

图 3　　　　　　　　　　　　　　　图 4

F ig. 3　　　　　　　　　　　　　　 F ig. 4

　　通过改变 2 0 与 Λ可分析残余应力及界面摩擦系数对 (Ρx ) tip öΡ1 的影响. 计算表明, 增加残

余应力或增大界面的摩擦系数将使界面裂纹失稳的临界载荷增大, 同时也使与基体裂纹相邻的

纤维的应力集中加大. 图 5 给出不同 2 0 值下 (Ρx ) tip öΡ1 与 2 1 的关系. 为了计算方便, 图中仅绘出

界面裂纹完全闭合即 ag = 0 阶段的值. 由图可见, 在相同 2 1 下 2 0= - 0. 3 时的 (Ρx ) t ip öΡ1最大,

这是因为此时通过界面传递的应力最为有效. 在同一 2 0 下, 随着 2 1 的增大 , (Ρx ) tip öΡ1 趋于一

渐近值, 比较图 3 可知这时纤维与基体的界面已在相当程度上脱粘, 两侧材料主要依靠摩擦来

传递应力.
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图 5

F ig. 5

3　结　论

通过上述二维弹性力学模型, 仔细分析了复合材料基体裂纹与弱界面相互作用的力学机

理, 计算结果表明, 界面的结合强度、界面处的残余应力、纤维与基体的模量比等均对基体裂

纹附近的应力场有明显的影响. 在进行复合材料界面的细观力学设计时, 应综合考虑上述因素

的作用.
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附录

式 (17)中的正则积分核

K 1y (x , x 0) = -
1

x + x 0
+

Π
C

[F 2 (x - x 0) - F 2 (x + x 0) ]

K 2y (x , x 0) =
Π
C

[F 1 (x - x 0) + F 1 (x + x 0) ]

K 3y (x , Φ) =
Φ

x 2+ Φ2 - 2 (1- Β) x 2Φ
(x 2+ Φ2) 2 +

Π
C

F 3 (x , Φ)

K 1x y (x , x 0) =
1

x + x 0
+

Π
C

[G 1 (x - x 0) + G 1 (x + x 0) ]

K 2x y (x , x 0) =
Π
C

[G 2 (x - x 0) - G 2 (x + x 0) ]

K 3x y (x , Φ) =
x

x 2+ Φ2 - 2 (1- Β) x Φ2

(x 2+ Φ2) 2 +
Π
C

G 3 (x , Φ)

K 1x (y , Φ) =
Α+ Β2

1- Β2
1

y + Φ+
Α- Β
1+ Β

2Φ
(y + Φ) 2 -

Α- Β
1+ Β

4Φ2

(y + Φ) 3 -
Π(1+ Α)

C (1- Β2) H
(1)
3 (y , Φ)

K 2x (y , x 0) = -
1+ Α
1+ Β

4y 3

(x 2
0+ y 2) 2 +

(1+ Α) (3- 2Β)
1- Β2

2y
x 2

0+ y 2 -
2Π (1+ Α)
C (1- Β2) H

(1)
1 (- x 0, y )

K 3x (y , x 0) =
(1+ Α) (1- 2Β)

1- Β2
2x 0

x 2
0+ y 2 -

1+ Α
1+ Β

4x 0y 2

(x 2
0+ y 2) 2-

2Π(1+ Α)
C (1- Β2) H

(1)
2 (- x 0, y )

M ATR IX CRACK IN A COM POSITE W ITH

W EAK INTERFACES

L uo H aian 　W ang Q ishan

(D ep artm en t of E ng ineering M echan ics, J iaotong U niversity , S hang ha i 200030, Ch ina)

Abstract　W ith tw o- d im en siona l elast ic m odel, th is paper stud ied the m echan ism of the in ter2

act ion betw een a m atrix crack and w eak in terfaces in fiber- reinfo rced com po sites. T he basic

so lu t ion s of edge disloca t ion s em bedded in an an iso trop ic m u lt i- layered m edium w ere first de2

rived. T hen, by u sing them as kernels, a set of singu lar in tegra l equat ion s w as estab lished fo r a

typ ica l H - shaped defect in w eak - in terface com po sites. F ina lly, the effects of variou s m i2

cro structu ra l param eters, such as in terfacia l bonding streng th, residua l st ress, ra t io of st iffness

betw een the fiber and m atrix on the stress d ist ribu t ion near the m atrix crack w ere exam ined.

Key words　com po site m ateria l,w eak in terface,m atrix crack
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