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论可压缩平板边界层线性稳定性的分歧1)
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摘要　M ack 和W azzan 关于可压缩平板边界层线性稳定性结论的主要分歧在于来流

马赫数对粘性稳定性的影响. 本文充分考虑了空气热力学参数的影响, 并用配置点方法

计算了绝热平板时间模式特征值问题. 数值结果表明粘性对第一模式只起稳定作用,M

= 3 粘性第二模式总是稳定的, 结论和M ack 一致.
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引　言

高速可压缩边界层的稳定性是目前普遍关注的重要课题. 可压缩无粘性线性理论已有比较

一致的结论, 而粘性理论则存在重要分歧. 问题归结为边界层外缘M 数对粘性稳定性的影响. 按

M ack 的研究结果, 可压缩平板边界层的线性稳定性和不可压B lasiu s 边界层有很大不同[ 1 ]. 粘

性对后者起不稳定作用, 对前者则起稳定作用. 从M = 0, R = 3 200 最大增长率- a i= 0. 00734 减

小到M = 2. 2, R = 600, - a i= 0. 000 286. 由于可压缩边界层内存在广义拐点 (U ’öT ) ’= 0, 因此

是纯无粘不稳定. 随着广义拐点向外移动, 无粘不稳定性随M 数的增加而增大. 当边界层的某一

部分平均流相对于扰动中性相速度为超音速时会出现多个不稳定模式. 其中第一模式相当于 T S

不稳定波, 而其他高阶模式则是反射于固壁和相对音速线之间的声波. M ack 已证明对二维问题

而言, 粘性第二模式总是稳定的. 但是以上结论受到W azzan 等研究结果的挑战[ 2 ]. 集中表现在:

(1)W azzan 发现当雷诺数充分大时,M = 2. 2 的中性曲线形状和不可压情况类似; (2)M = 3 的第

二模式在很低的雷诺数时也是不稳定性的; (3)W azzan 发现M = 6, 波角 50 度的第一模式的三

维扰动存在两个不稳定区, 即R < 900 的粘性不稳定区和 R > 1 600 的无粘不稳定区.

就粘性可压缩线性稳定性理论而言, 并不存在任何分歧. 不同的结果来源于数值方法和热力

学参数的选取. M ack 用的是带正交化的四阶R unge- Ku tta 法、变热力学参数,W azzan 的数值

方法为四点和五点差分、Su therland 公式、常数 P randt l 数和等压比热. R eed 近来得到和M ack

相同的结果[ 3 ]. 以上结论都是按空间模式作出的. 本文将根据空气的实验数据[ 4 ] , 用四阶多项式

拟合空气的粘性系数、热传导系数、P randt l 数和等压比热随温度的变化, 并用精确的Chebyshev

多项式的配置点方法求解时间模式线性稳定性问题, 同时也按W azzan 所用的热力学参数近似

法计算同样问题, 以便确定是数值方法还是热力学关系导致了不同结论.

1　基本方程

可压缩流体流过半无限绝热平板. x 沿流动方向, y 为垂直方向坐标. 为求平均流的相似



解, 我们采用 Illingw o rth 变换

Ν=

x

o

Θe (x ) Λe (x )U e (x ) dx = Ν(x )Θ , Γ=
U e

Ν

y

0

ΘdyΘ (1)

其中 Θe, Λe, U e 分别是边界层外缘的密度、粘性系数和速度. 对平板边界层而言 Θe, Λe, U e 与 x 无

关, 平均流存在相似解. 设无量纲平均流速度和温度为

U = f ’ (Γ) , T = g (Γ) (2)

则边界层的动量方程和能量方程化简为

(C 1f ″)′+
1
2

f f ″= 0 (3)

(C 2g′)′+
1
2

P rC p f g′= - P rC 1 (Χe - 1)M 2f ″2 (4)

绝热壁面的边界条件为

f (0) = f ’ (0) = g (0) = 0, f ’ (∞) = g (∞) = 1 (5)

其中U = U
3 öU e, T = T

3 öT e, C 1= ΘΛöΘeΛe, C 2= Θkö(Θek e) , P r= ΛeCp eök e, C p = C
3
p öC p e为无量纲等

压比热. M 为马赫数, 上标3 表示有量纲参数, 下标 e 表示边界层外缘的流体参数.

为求解平均流方程 (3～ 5) , 必须给出 Λ3 , k
3 , C

3
p , P r 与温度的函数关系. 假定空气是完全

气体, 以上热力参数只是温度的函数. 根据实测数据, 用四阶多项式和最小二乘法拟和, Λ3 , k
3 ,

C
3
p , P r 与 T 的函数关系. 图 1 为粘性系数的拟和曲线和 Su therland 公式的比较. T < 1 000K 时,

两者吻合得很好, 但更高温度时 Su therland 公式已偏离实测数值, k
3 拟和曲线性状和 Λ3 类似.

图 2 为 P r 数的拟和曲线. T < 200K, P r 的数值变化较大, 在此范围内象文献[ 2 ]那样假定 P r 为

不变常数是不适宜的. 本文用四阶R unge- Ku tta 法求解平均流方程. 为了比较, 取与文献[ 1, 2 ]

相同的总温 T 0= 305K. 图 3 为平均流速度分布. 其中实线是用热力学参数多项式近似所算得的

结果, 符号则是用 Su therland 公式, 常数 P r, C p 所得到的结果. 当M = 2. 2 时两者基本符合,M

= 3 时常数 P r, C p 假定产生 10◊ 的误差. 可以断定M 数越高误差越大.

　　图 1　粘性系数和温度函数关系　　　图 2　P r 数与温度的函数关系　　　　图 3　平均流速度分布

　　　F ig. 1　V isco sity coefficien t　　　　　　F ig. 2　P randtl num ber　　　　F ig. 3　M eanflow velocity

　　　　　　vs. temperature　　　　　　　　　　vs. temperature　　　　　　　　　distribu tion

　　考虑平均流对无限小扰动的稳定性. 为此, 取 Θe, Λe, U e, k e, C p e及边界层特征厚度 ∆ =

Μx öU e 使三维可压缩N avier - Stokes方程无量纲化 , 则R eyno lds数R = U ex öΜ. 设 q =
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q (U , T , P )为平均流, q1= (u 1, Μ1, Ξ1, T 1, p 1)为小扰动, 则瞬时流场可表示成

q t (x , y , z , t) = q (x , y , z ) + q1 (x , y , z , t) (6)

其中 q1 取 T S 波形式

q1 = q0 (y ) exp , {i(ax + Βz - Ξt) } + c. c (7)

q0= (u 0, Μ0, Ξo, T 0, p 0). a , Β分别为流向和横向波数, Ξ 为频率. 采用局部平行假设, 忽略平均流

的垂直速度分量. 因而平均流各量只是垂直坐标 y 的函数, 即 q= q (y ). 由于 Λ, k , P r, C p 只是温

度的函数, 而 T 1 是无限小量, 因此粘性系数按 T aylo r 展成

Λt = Λ + (dΛödT ) T 1 (8)

把 (6)～ (8)代入无量纲N avier- Stokes 方程, 并取 q1 的线性项可得如下线性扰动方程组:

连续方程

- iΘ(Ξ - aU - ΒW ) (p 0öP - T 0öT ) + iΘ(Αu 0 + Βw 0) + D (ΘΜ0) (9)

动量方程

iΘ(Ξ - ΑU - ΒW ) u 0 + ΘD U Μ0 + iΑp 0 +
Α2 (2Λ + Κ) u 0

R
-

dΛödTD TD u 0

R
-

ΛD 2u 0

R
+

ΛΒ2u 0

R
-

iΑ(Κ+ Λ)D Μ0

R
-

iΑdΛöd TD T v0

R
+

aΒ(Κ+ Λ) Ξ
R

-

(DU d2ΛödT 2D T + dΛödTD 2U ) T 0

R
-

DU dΛödTD T 0

R
= 0 (10)

- iΘ(Ξ - aU - ΒW ) Μ0 + D p0 -
ia (Κ+ Λ)D u0

R
-

iΑd Κöd TD T u0

R
+

(a2 + Β2) ΛΤ0

R
-

(2d Λd T + öd öT + d Κöd T )D TD Τ0

R
-

(2Λ+ Κ)D 2Μ0

R
-

iΒ(Κ+ Λ)D Ξ0

R
-

iΒd Κöd TD T Ξ0

R
-

i (ΑDU + ΒDW ) d Λöd T T 0

R
= 0 (11)

- iΘ(Ξ - ΑU - ΒW ) Ξ0 + ΘDW Μ0 + iΒp 0 +
Β2 (2Λ+ Κ) Ξ0

R
-

d Λöd TD TD Ξ0

R

ΛD 2Ξ0

R
+

ΛΑ2Ξ0

R
-

iΒ(Κ+ Λ)D Μ0

R
-

iΒd Λöd TD T Μ0

R
+

ΑΒ(Κ+ Λ) Τ
R

-

(DW d 2Λöd T 2D T + d Λöd TD 2W ) T 0

R
-

DW d Λöd TD T 0

R
= 0 (12)

能量方程

- iC p Θ(Ξ - ΑU - ΒW ) T 0 + C p ΘD T v 0 + (Χ- 1)M 2 i (Ξ - ΑU - ΒW ) p 0 -

(Χ- 1)M 2Υ
R

+
ϑ(Α2 + Β2) T 0

R P r
-

2dϑödTD TD T 0

R P r
-

ϑD 2T 0

R P r
-

(dϑödTD 2T + d2ϑödT 2 [D T ]2) T 0

R P r
= 0 (13)
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边界条件为

u 0 = v 0 = w 0 = T 0 = 0　y = 0, ∞ (14)

其中D ≡dödy , Κ= -
2
3 Λ. 耗散函数

Υ= 2ΛD UD u 0 + 2ΛiΑD U Μ0 + 2ΛDW D Ξ0 + 2ΛiΒDW Μ0 + dΛöd T ( [D U ]2 [DW ]2) T 0

可压缩条件下, 由于不存在 Squ ire 变换, 以上方程实际上是八阶常微分主程组, 只须如 (14) 式给

出的边界条件. 对不可压情况上述方程可简化为四阶的O rr- Somm erfield 方程. 尽管平均流是

绝热的, 但温度扰动量的边界条件仍可写成等温形式. 这是因为平均流和温度扰动的时间尺度是

完全不同的. M o rkovin 分析了M o rkovin, Ph inney 及 K ist ler 的实验数据后, 发现超音速边界层

中总温的脉动量比静温的脉动量小得多[ 4 ]. 由此可导出静温脉动量和速度脉动之间存在关系式

T ′～ - uu′öC p. 在壁面上 u= 0, u′= 0 因此 T ′= 0.

齐次方程 (9～ 13) 和齐次边界条件 (14) 构成一特征值问题. 给定 R 并解得平均流之后, 我们

得到一色散关系

Ξ = Ξ(Α, Β, R ) (15)

时间增长模式, Α, Β为实数, Ξ 为复数, 其虚部 Ξi 代表小扰动的时间增长率, 实部 Ξr 则为频率. 空

间模式, Ξ 为实数, Α, Β的虚部为小扰动的空间增长率. 本文计算平板边界层时间模式特征值问

题, 取W = 0.

为求解特征值问题, 我们采用变换 Γ= y 0ö(y + y 0) 把区间[ 0, ∞ ]变为[ 1, 0 ]. 然后用 Cheby2
shev 多项式的配置点方法进行数值求解. 常数 y 0 的选取应使得有半数的配置点位于动量损失厚

度之内.

2　数值结果

文献[ 1, 2 ]关于M = 2. 2 第一模式中性曲线的主要区别表现在曲线的上一分支随 R 的变化

趋势. 图 4 给出了我们用热力学参数的不同近似所算得的M = 2. 2 第一模式中性曲线. 其中实线

是用热力学参数多项式近似所得, 而符号代表的结果所用的热力学参数和文献[ 2 ]相同. 但是, 不

管那种情况, R 越大中性曲线上一分支对应的波数也越大, 并逐渐趋向于无粘性结果. 这一特性

和文献[ 1 ]的图 1 相同. 它所反应的物理实质是粘性对可压缩边界层的稳定作用, 最不稳定第一

模式应是无粘性的. 文献[ 2 ]给出的中性曲线上一分支随 R 的变化趋势正好和图 4 相反, 而类似

于不可压缩情况. 正如M ack 指出的, 由于二阶稳定性方程在相对超音速区内是双曲型, 允许有

无限多个离散的特征值. 第二模式是最低频的高阶模式. 作为二维波它是无粘最不稳定的, 其最

大增长率为- a i= 0. 00268. M ack 已证明高阶模式不会有粘性不稳定性. W azzan 给出了不同结

论. 文献[ 2 ]得到M = 3 时第二模式最大增长率- a i= 0. 0203 (R = 258) , 这一数值是无粘最大增

长率的 7. 6 倍. 图 5 给出了M = 3 第二模式时间增长率和波数的函数关系曲线. 其中符号表示的

结果是按 Su therland 公式、常数 P r, C p 所得, 实线是本文参数近似得到的结果. 尽管据动的增长

率随 R 的增大而增大, 但直到 R = 4 000 也没发现不稳定的扰动, 何况更小的雷诺数了. 这一事

实证明不管用何种热力学参数近似,M = 3 粘性第二模式总是衰减的, 与M ack 的结论完全一致.
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图 4　绝热平均第一模式中性曲线M = 2. 2　　　　图 5　绝热平板第二模式增长率与波数的关系

　F ig. 4　N eutral curve fo r the first mode　　　　　　F ig. 5　Grow th rates fo r the second mode

　　　A adiabatic flat p late M = 2. 2　　　　　　　　　　vs. the w ave num ber. M = 3. 0

　　如上所述, 文献[ 2 ]发现M = 6, 波角 50 度三维第一模式有两个不稳定区, 文献[ 1 ]给出了M

= 6 相应扰动从 R = 200 直到无粘性的增长率与波数关系曲线, 增长率随 R 的增大而增大, 不存

在粘性不稳定区. 因此粘性对可压缩三维扰动也是起稳定作用. 文献[ 1, 2 ]对同一问题的计算结

果在数值上也有显著差别. 如[ 1 ]得到的最低临界雷诺数近三倍于文献[ 2 ]的数值. 虽然两者在R

= 1 500 时的增长率一致, 但所对应的频率却不相同. 文献[ 2 ]得到 R = 300 上分支中性点频率比

文献[ 1 ]的数值高出 75◊ , 值得注意的是文献[ 2 ]报告的R = 300 的增长率甚至大于 R = 1 500 的

增长率. 这和粘性的稳定作用是矛盾的. 由于很高M 数时Chebyshev 式配置点方法已不是很有

效的数值方法. 本文没有给出相应的结果. 但有一点是明确的 T 0= 305,M = 6, 按本文近似 P r=

0. 81, 而文献[ 2 ]取 P r= 0. 7. 这也是产生数值误差的原因之一.

3　结　论

本文给出了平板可压缩边界层线性稳定性的独立数值结果, 其结论和文献[1 ]一致. [ 1, 3 ]和

本文的工作, 证明不管是时间模式还是空间模式,M ack 有关可压缩边界层线性稳定性的结论都

是正确的. 同时本文结果也证明不同的结果并非产生于热力学参数的近似方法. 但是对热力学参

数的不同近似也会对平均流和扰动的增长率产生较大影响. 本文给出的热力学参数近似是计算

高M 数稳定性问题的有效方法.
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ON THE D ISPUTE W ITH REGARD TO V ISCOUS L INEAR

STAB IL ITY OF COM PRESSIBL E BOUNDARY

LAY ER FLOW OVER FLAT PLATE

Zhao Gengfu
(T ianj in U n iversity , T ianj in 300072, Ch ina)

Abstract　T he m ajo r d ispu te betw een M ack’s and W azzan’s resu lts of the linear in stab ility fo r

fla t p la te boundary layer lies in the effect of free st ream M ach num ber on the viscou s in stab ili2
ty. In the paper, tak ing influence of the a ir therm odynam ic p ropert ies in to accoun t a tem po ra l

eigenvalue p rob lem of an adiaba t ic fla t p la te is ca lcu la ted by a co lloca t ion techn ique. T he nu2
m erica l resu lts ind ica te tha t the visco sity is on ly stab lizing fo r the first m ode and the second

viscou s m ode is a lw ays stab le a t M = 3. It is con sisten t w ith M ack’s conclu sion.

Key words　com p ressib ility, stab ility, d ispu te
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