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一类结构的 (n - 3) 重根及其非退化性1)
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摘要　基于陀螺模态综合法, 从总装阵的块式结构出发, 构造性地证明了具有 n 片桨叶的

旋翼型结构陀螺特征值问题存在一系列的 (n- 3) 重特征根, 得到了对应的 (n- 3) 个完

备的振型. 结论进而推广到有阻尼的旋翼型结构. 继续研究证明过程表明: 结论适用于更

广泛的一类具有重复子结构的结构系统, 结果表明这类结构几何上的重复性或对称性导

致的重根不会引入退化性. 不同类型的算例验证了所得到的解析结果. 本文还试图说明动

力子结构法的定性性质保持特性是值得继续探讨的课题.

关键词　动力子结构法, 重复子结构, 重特征根, 非退化

引 　言

工程中常见关于空间或其自身具有对称性的结构, 这种结构中的某些类型会导致重根

的出现, 例如方形或圆形截面的空间梁、方形板膜、圆柱形筒等, 在两个方向相同的边界

条件下就会有二重特征根. 然而, 在应用数值方法求解或采用实验研究特征值问题时, 对

于得到的一些密集或十分相近特征根, 就很难断定这些结果是问题的重根还是本身即为不

同的特征根; 另外, 重根对应不变子空间的性质, 还使得有些计算特征根的数值方法易于

漏掉重根的一重或更多, 例如L anczo s 法, 无论初始矢量如何选取, 它在重根的不变子空间

上只能有一个有效投影, 理论上的L anczo s 过程[ 1 ] , 重根只能是一重接一重地收敛于投影

系统, 而且新一重特征根必须在L anczo s 过程发生中断后, 重新选取与以前L anczo s 矢量正

交的新矢量继续L anczo s 过程, 才可能使重根逐重收敛. L anczo s 过程[ 2, 3 ]在有限字长运算

下与理论上的不同, 但重根仍然是逐重收敛. 因此, 这类减缩型算法成为可靠方法的前提

是: 必须具备计算并有检验漏根的手段, 尤其对于有重根的问题. 总之, 对于理解工程结构

的固有特性及建立计算具有重特征根的有效数值方法, 研究重根产生机制及有关问题具有

重要的意义.

近几十年来得到充分发展的模态综合技术或动态子结构方法[ 4～ 6 ]作为减缩方法, 在减

缩过程中可以根据结构的几何特点等划分子结构, 经减缩后再按照子结构的连接方式装配

成系统广义坐标描述的运动方程. 减缩后的系统矩阵具有明显的块结构, 不论在每个子结

构中保留多少广义坐标, 装配系统的块结构形式保持不变, 这些块结构与表征内部及界面

运动的广义坐标相对应, 因此这种总装而成的系统矩阵所具有的块结构特点恰好是系统几

何特性的数学体现. L anczo s 法则与动力子结构方法不同, 不论原来系统具有什么样的结构



特点, 减缩后的系统矩阵总是三对角形式, 不仅没有可以观察的结构特点, 而且在计算机

上算出的三对角阵几乎都是不可约的[ 3 ] , 即便系统具有重根也是如此. 因此, 由三对角阵所

得到的重根只能是近似的. 动力子结构法具有保留原系统定性性质于减缩系统的性质, 或

者说, 减缩后的系统在各子结构的广义坐标中保持原系统的拓扑结构, 所以, 应用子结构

法会有这样的效果, 重根可能数值上不是十分准确, 但其重数确是原系统相应特征根的重

数, 这种性质与L anczo s 法等存在漏根的可能形成鲜明的对比. 综上所述, 子结构法所具有

的定性保持性质对于发展新的数值方法具有重要的参考价值, 值得深入研究.

引发本文研究的直接原因是: 在计算一个四片桨叶的旋翼系统旋转工况下的陀螺特征

值时[ 7 ] , 发现其特征值四个一族, 比较接近, 无法断定它们是否为重根. 郑兆昌等提出的陀

螺模态综合技术即状态空间中的动力子结构法[ 8 ] , 不仅具有物理空间中动力子结构法的优

点, 更为重要的是采用了实模态减缩变换, 避免使用复模态. 为了揭示旋翼系统重根的问

题, 本文采用陀螺模态综合技术[ 8 ] , 证明了有 n 片桨叶的旋翼系统存在一系列 (n- 3) 重

根[ 9, 10 ]. 进一步的研究表明, 对于非旋转、有阻尼的旋翼系统结论仍然成立, 并且适用于更

为广泛的一类结构.

1　旋翼系统的陀螺模态综合

为研究旋翼系统重根的问题, 简要介绍建立陀螺模态综合系统总装阵的过程, 并讨论动

力子结构法中系统矩阵的结构, 以及对称性保持特性. 图 1 的旋翼系统是由 n 个均匀配置的

桨叶及一个柔性的旋翼轴构成, 系统以定常角速度 8 旋转. 将 n 片桨叶分别定义为第 r = 1,

⋯, n 个子结构, 旋翼轴定义为第 r = n + 1 个子结构. 采用空间梁单元离散, 第 r 个子结构在

旋转的局部坐标架下无阻尼运动方程

M r xβr + G r xαr + K rx r = f r + fθ r 　　 (r = 1, ⋯, n + 1)

式中, M
r, G

r, K
r 为质量阵、陀螺阵和刚度阵, f

r, fθ r 为外力和界面力. 可以按下标 i, j 划

分内部和界面坐标并写成分块形式
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将 (1) 写成状态空间运动方程
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A r
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G r
k l M r

k l

- M r
k l 0

, B r
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矩阵A
r
k l是反对称的, B

r
k l是正定的.

图1 (a) 旋翼系统模型

F ig. 1 (a) A Ro taryw ing M odel

图1 (b) 旋翼轴模型

g. 1 (b) T he Shaft M odel

图1 (c) 单片桨叶模型

F ig. 1 (c) T he B lade M odel

在陀螺模态综合法中, r2子结构状态变量与广义坐标Q
r 之间的变换关系取为

y r
i

y r
j

=
Υr

s Υr
c

0 I

qr

y r
j

= 7 rQ r (r = 1, ⋯, n + 1) (3)

式中, [Υr
s ]2m r

i×2m r
s
为固定界面主模态即广义 Schu r 矢量, [Υr

c ]2m r
i×2m r

j
为约束模态, 其中m

r
i , m

r
j ,

m
r
s 分别是第 r 个子结构的内部、界面自由度和保留主模态数, 满足关系

ΥrT

s A r
iiΥr

s = block - diag{+ r
1, + r

2, ⋯, + r
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s} = + r, + r
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k
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方程 (1) 经变换 (3) 得子结构的方程为

Aϖr Qαr + BϖrQ r = F� r
j + Fϖr (r = 1, ⋯, n + 1) (7)

式中

Aϖr = 7 rT

A r 7 r =
+ r A r

12
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各子结构在连接处 (位移矢量为 y h) 界面位移协调和界面力平衡条件

T 1y 1
j = T 2y 2

j = ⋯ = T ny n
j = T n+ 1 y n+ 1

j = y h (8a)

6
n+ 1

r= 1
T r F� r

j = 0 (8b)

可得系统总装配方程

A� yζ
õ

+ B� yζ = F (9)

其中
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, Tϖr =
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0 0 1

(r = 1, ⋯, n)

其中, T r 是第 r 个桨叶根部状态矢量变换到整体坐标 y h 的转换矩阵, Ηr 是第 r 个桨叶的方

位角. 令 Η1= 0, 对于均匀配置的桨叶, 第 r 片桨叶的方位角 Ηr= (r- 1) 2Πön.

显然, 总装阵A� 及B� 具有子结构级的块式结构. 这些块是旋翼系统的周期旋转对称特

性的体现. 事实上, 桨叶子结构保留相同主模态数, 即m
1
s = m

2
s = ⋯= m

n
s , A� 及B� 的块具有

以下性质

+ 1 = + 2 = ⋯ = + n , Aϖ1
12 = Aϖ2

12 = ⋯ = Aϖn
12 (10a)

I 1 = I 2 = ⋯ = I n , Bϖ1
12 = Bϖ2

12 = ⋯ = Bϖn
12 (10b)

T 1 = T h , T r+ 1 = T T r, r = 1, ⋯, n - 1 , T = T rû Ηr= 2Πön (11)

由此可见, 只要各对称子结构保留相同的主模态, 则原系统的旋转对称性质在减缩方程中

得到保持, 并与各子结构保留多少个主模态无关. 其结果是对被保留的主模态而言, 总装

方程与相应原系统的特征值具有相同的几何特征.

2　旋翼型结构特征值问题的 (n- 3) 重根及其振型

基于动力子结构法所建立的系统方程所具有的子结构级的块结构形式, 导出了下面单

片桨叶与旋翼系统重特征根之间关系的结论.
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　　 命题1　由 n (nΕ 3) 片均匀配置的桨叶和一个弹性的旋翼轴构成的旋翼系统, 对应单

片桨叶 (固定界面) 的每个特征根, 旋翼系统具有一个相同的至少是 (n- 3) 重的特征根.

证 在 (3) 式中取全部的主模态进行满秩变换, 相应于 (9) 的2N 阶特征方程可写为

( A
� + ΛB�) yζ = 0 (12)

由线性代数理论知, 特征方程 (12) 等价于原旋翼系统特征方程. 若 Λ取某值, ( A
�+ Λ

B
�) 的秩为 s (s< 2N ) , 则 Λ是 (12) 的 (2N - s) 重的特征根. 试取 Λ为单片固定界面桨

叶的第 k 个特征根 iΚk , 则 (12) 的特征行列式为

û A� + iΚk B�û =

( iΚk I 1 + + 1) (A 1
12 + iΚk Bϖ1

12) T T
1

ω
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12) T T
n
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(13)

由 (10a - b) 知 (13) 行列式的前 n 个对角块 ( iΚk I r + + r) 是相同的, 且第 r (r = 1, ⋯, n) 个

对角块的第 k 个 2 × 2 对角块为
iΚk - Κr

k

Κr
k iΚk

. 对 r = 1, ⋯, n , ( Aϖr
12 + iΚk Bϖr

12) 也是相同的.

设N b 及N h 分别为桨叶和旋翼轴内部自由度, 将 (13) 中第[2 (r - 1)N b + 2k - 1 ] 行的 i =

- 1 倍加到[2 (r - 1)N b + 2k ] 行上, 则对 r = 1, ⋯, n , 行列式的第[2 (r - 1)N b + 2k ] 行

的前[n × 2N b + 2N h ] 列为零, 所以 (13) 中[2 (r - 1)N b + 2k ] 行之间的线性相关性等价于

矩阵 S ( Aϖr
12 + iΚk Bϖr

12) T T
r (r = 1, ⋯, n) 的第 2k 行之间的线性相关性, 其中 S = block2d iag

[ + 1, ⋯, + k , ⋯, +N b ], S 中除 + k =
1 0

i 1
外, 其余对角块都是 2 × 2 单位阵; 由于各 ( A{ r

12

+ iΚkBθ r
12) ( r = 1, ⋯, n) 都相同, 故 S ( A{ r

12 + iΚkBθ r
12) T T

r 第 2k 行的相关性决定于 T r ( r = 1,

⋯, n) 的相关性. 由式 T r 的表达式可看出, 如果对某一组 (Α1, ⋯, Αn) 满足

co s Η1 co s Η2 ⋯ co s Ηn

sin Η1 sin Η2 ⋯ sin Ηn

1 1 ⋯ 1

Α1

�
Αn

= 0 (14)

则必有

6
n

r= 1
ΑrT

T
r = 0 (15)

方程 (14) 中 (Α1, ⋯, Αn) 的系数矩阵是 3 × n 实矩阵, 所以 (14) 的线性无关解至少为 (n - 3)
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个, 矩阵 ( A
� + iΚk B

�) 的秩 s Φ [2N - (n - 3) ]. 所以 iΚk 至少是旋翼系统的 (n - 3) 重根.

证毕.

命题2 　旋翼系统的 (n- 3) 重特征根对应的每个整体振型是: 旋翼轴保持静止, 而每

片桨叶完全等同于根部固定情况下的振型. 但各片桨叶的运动保持由 (14) 的解所规定的

比例. (14) 的 (n- 3) 个解对应 (n- 3) 重根的完备的振型.

证 　将命题中所述的特征值及相应的振型代入特征方程 (12) 并考虑 (15) 即可验证.

作为旋转旋翼型结构的特例, 对于不旋转 ( 8 = 0) 的旋翼型结构, 上述结论仍然成立.

命题3 　若每片桨叶还具有相同的阻尼特性, 则单片桨叶固定界面的每一个特征值是

整个系统的 (n- 3) 重根, 且单片桨叶的每一个振型都对应整个系统相应 (n- 3) 重根的

(n- 3) 个振型, 由命题2中的方法确定.

命题3的证明可借助于状态空间中复模态综合技术, 与命题1, 2的证明过程类似 (略).

以上命题表明重复结构重复性引起的重根不会引入亏损或是退化的.

从物理角度分析, 若对某阶模态, 来自各桨叶的作用力在连接处平衡, 则尽管轴的弹

性存在, 但它不参与这阶模态, 也就是桨叶与根部固定时具有相同的动力特征, 这时单片

桨叶的固有频率也就表现为旋翼系统的固有频率.

3　具有 (n- 3) 重根的结构类型

仔细观察上节命题的证明过程便可发现, 并非所有旋翼型结构的特点都在证明中用到

了或是必须的, 例如: 1) 各桨叶的均匀配置; 2) 子结构 (n+ 1) 的方位角 T
n+ 1; 3) 对接

处是一个节点, 对于多个对接节点, 只要在 T r (r= 1, ⋯, n+ 1) 的对角线上相应地增加

Tϖr, 而不影响命题的证明. 所以所得到的结论对于图2 (a) , 2 (b) 及图3中所示结构仍然成

立. 总之, 若一个结构上具有 n 个通过单轴旋转易位的重复子结构, 且这 n 个重复子结构仅

通过旋转易位轴上对接处 (部分或全部) 与结构上的其它部分相连接, 只要每个重复子结

构在局部坐标系下运动方程一样, 则不论重复子结构是否关于旋转易位轴均匀分布, 重复

子结构在对接处固定下的每一个特征根都是整个结构的 (n- 3) 重根; 相应于重复子结构

的每一个振型, 整个结构都有由上节命题2确定的 (n- 3) 个阵型与之对应, 也就是说这种

由于几何上的重复或对称所导致的重根不会引入新的退化性.

图2

F ig. 2
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4　算 　例

例1 　 为了验证解析结果及算法而构造的旋翼系统计算模型见图1, 图2, 本算例中采

用动力子结构法, 陀螺A rno ld i 法和 SRR 2子空间迭代法计算得到所有的固有频率结果都一

图3

F ig. 3

致. 见表2, 表3 (a～ c) , 表4, 表5 (a). 从本

文的解析结果知对于具有4, 6, 9, 40片桨

叶的系统单片桨叶的每阶固有频率都分别

对应整系统的1重 (单根) , 3重, 6重及37重

的固有频率, 对此从表2, 表3 (a～ c) , 表4,

表5 (a) 计算结果中得到完全证实, 并且可

用于考证各种算法对重根的效率. 在动力子

结构法中, 桨叶子结构保留6阶主模态, 旋翼

轴子结构保留3阶主模态, 表3 (b) 是一个6

片非均匀分布桨叶旋翼系统前24阶固有频

率, 各桨叶的方位角分别取: 0°, 45°, 105°,

120°, 240°, 320°. 表3 (c) 是非均匀桨叶且

旋转面具有倾角的结构 (图2 (b) ) 的结果,

其桨叶的不均匀同表3 (b) 中参数, 倾角 Β
= 30°.

桨叶的截面参数: E = 211×1011 Pa, Χ
= 013, J y = 11167×10- 11

m
4, J z = 11167×

10- 8
m

4, Θl= 1113×10- 1 kgöm , A = 21231×10- 5 m 2.

表1　桨叶的前6阶固有频率 (radös)

T ab le 1　T he first 6 frequencies of the b lade (radös)

801369 1 4941746 1 230109 1 998103 2 328157 3 792185

　　旋翼轴的截面参数: E = 211 ×1012 Pa, Χ= 013, J y = J z = 11167×10- 8 m 4, Θl= 1113×

10- 1 kgöm , A = 21231×10- 5 m 2. 系统的旋转速度为 8 = 1 200 rpm.

表2　4片桨叶旋翼系统前24阶固有频率 (radös)

T ab le 2　T he first 24 frequencies of the 42b laded ro taryw ing model (radös)

801348 5 801348 5 801367 2 801369 1 4941684 4941684 4941735 4941746

1 229191 1 229191 1 230104 1 230109 1 477194 1 957126 1 973166 1 998104

2 328122 2 328123 2 328138 2 328157 3 792117 3 792117 3 792140 3 792185

表3 (a) 　6片桨叶旋翼系统前24阶固有频率 (radös)

T able 3 (a) 　T he first 24 frequencies of the 62bladed ro taryw ing model ( radös)

801338 2 801338 3 801366 3 801369 1 801369 1 801369 1 4941653 4941653

4941730 4941746 4941746 4941746 1 229181 1 229182 1 230101 1 230109

1 230109 1 230109 1 333140 1 935146 1 960167 1 998104 1 998104 1 998104
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表3 (b) 　6片桨叶 (非均匀分布) 旋翼系统前24阶固有频率 (radös)

T able 3 (b) 　T he first 24 frequencies of 62bladed (non2iso trop ic) ro taryw ing model ( radös)

801016 2 801099 2 801345 8 801369 1 801369 1 801369 1 4931579 4931869

4941620 4941746 4941746 4941746 5391375 1 219147 1 225143 1 229141

1 230109 1 230109 1 230109 1 337140 1 546117 1 998104 1 998104 1 998104

表3 (c) 　6片桨叶 (非均匀分布, Β= 30°) 旋翼系统前24阶固有频率 (radös)

T able 3 (c) 　T he first 24 frequencies of 62bladed (non2iso trop ic, Β= 30°) ro taryw ing model ( radös)

791917 2 801129 0 801316 2 801369 1 801369 1 801369 1 4921901 4931973

4941514 4941746 4941746 4941746 5611884 1 216133 1 226100 1 229126

1 230109 1 230109 1 230109 1 425184 1 634178 1 998104 1 998104 1 998104

表4　9片桨叶旋翼系统前36阶固有频率 (radös)

Table 4　The first 36 frequencies of 92bladedro taryw ing model (radös)

801322 8 801322 8 801364 9 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1

4941605 4941607 4941723 4941746 4941746 4941746 4941746 4941746 4941746

1 178166 1 229166 1 229168 1 229197 1 230109 1 230109 1 230109 1 230109 1 230109

1 230109 1 901115 1 940121 1 998104 1 998104 1 998104 1 998104 1 998104 1 998104

表5 (a) 　 40片桨叶旋翼系统前45阶固有频率 (radös)

T ab le 5 (a) 　T he first 36 frequencies of 92b laded ro taryw ing model (radös)

801162 4 801164 0 801350 3 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1

801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1

801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1

801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 801369 1

801369 1 801369 1 801369 1 801369 1 4941085 4941119 4941643 4941746 4941746

表5 (b) 　 计算表5 (a) 中结果各种方法的比较

Table 5 (b) 　Comparison of various so lu tion m ethods w ith the computation in Table 5 (a)

M ethods Size of the reduced system N um ber of iterations Computer t im e

dynam ics substructure m ethod 418 1 27 m in and 45 s

A rno ldi reduction m ethod 61 5 59 m in and 8 s

SRR 2subspace iteration 88 3 45 m in and 21 s

　　 例2　 图3中所示的刚架结构, 尺寸见图4 (a) , 4 (b). 所有构件都由截面相同的钢管

制成: E = 2. 1×1011 Pa, Χ= 0. 3, Θ= 7 800 kgöm 3, A = 0. 09 m 2, J y = J z = 2. 5×10- 9 m 4.

采用子空间迭代法计算出的单个重复结构及整个结构的结果分别见表6与表7.

表6　 单个重复结构对接处固定的前5阶固有频率 (radös)

Table 6　The frequencies of the single repetitive substructu re (radös)

01313 532 11825 93 41180 62 41967 36 91042 58

表7　整个结构的前40阶固有频率 (radös)

Tab le 7　The first 40 frequencies of the w ho le structu re (radös)

1049 878 1068 221 1105 353 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532

1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1313 532 1321 168 1324 065 1404 079 1717 778

1725 019 11224 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93

11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11825 93 11982 48 11993 41 11995 77 31729 78 41180 62
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图4

F ig. 4

　　关于有阻尼情况下的算例可参阅文献

[12, 13 ].

5 总　 结

本文借助于动力子结构法, 构造性地证

明了具有一类重复子结构的结构系统存在

一系列的 (n- 3) 重根, 而且不论所讨论的

是一般的无阻尼特征值问题、陀螺特征值问

题或是阻尼陀螺特征值问题 (包括非经典阻

尼) , 这种由于结构几何上的重复性或对称

性所导致的重根不会引入退化性或亏损. 结

论对重复结构关于其易位轴的不均匀分布

仍然成立表明, 所研究的重根对重复结构的

关于其易位轴的摄动是不敏感的. 结论的证

明乃是通过研究动力子结构法建立的总装

阵中的块式结构完成的, 而总装阵中的块式

结构恰是所研究结构中的重复性、对称性等

结构拓扑性质的数学表征, 对它的研究有可

能得到结构动力学特性的定性性质, 本文所

得到的解析结果就是一个例子. 与L anczo s

法等大型特征值问题的减缩求解方法相比,

动力子结构法在减缩过程中可以保持结构

的定性性质是它的重要优点之一, 这对于发展新的数值方法具有参考价值.
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THE (n- 3) -M UL T IPL E E IGENVAL UES FOR A CLASS

OF STRUCTURES AND ITS NON-D EFECT IVENESS

R en Gexue 　Zheng Zhaochang
(T sing hua U niversity , B eij ing 100084, Ch ina )

Abstract　Based on the b lock structu re of the assem b led system m atrix by gyro scop ic

m ode syn thesis techn ique, it is p roved con struct ively tha t there is a series of the (n- 3) 2
m u lt ip le eigenvalues in the spectrum of the gyro scop ic eigenvalue p rob lem fo r the

ro ta ryw ing type structu res, co rresponding to the n repea ted sub structu res m oun ted on the

structu re. T he associa ted com p lete eigenvecto rs o r m odes are a lso ob ta ined. T he ob ta ined

analyt ica l resu lts a re ex tended to the non ro ta t ing, undam ped and dam ped ro taryw ing type

structu res. Fu rther exam ina t ion of the p roof of the ana lyt ica l resu lts conclude tha t the

m u lt ip le eigenvalues induced by the geom etric symm etry o r repet it ion in troduce no

defect iveness to the system. A variety of the num erica l exam p les are p resen ted to verify

the resu lts. T he symm etry rea in ing p roperty of the dynam ic sub structu re m ethod is a lso

d iscu ssed, and it is con sidered to be a virtue deserved to be stud ied fu rtherm o re.

Key words　dynam ic sub structu re m ethod, repet it ive sub structu re, m u lt ip le eigenvalues,

nondefct iveness
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