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密频系统的反馈控制1)
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(浙江大学力学系, 杭州310027)

摘要　研究了如何将结构重频系统设计中的反馈控制律用到含有密频子结构的系统上

去, 主要解决了如何估计将重频系统控制律用到相应的密频系统对闭环系统的 (指数) 衰

减律的影响, 原系统的结构参数有少量变化后的新系统以及原系统是不可控的密频系统

的情形. 理论和数值算例表明, 只要对重频系统设计的反馈律作正确的坐标变换, 应用到

上述三种情形时, 其闭环系统的衰减律的误差只有相应频率分散度的一阶小量.
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引 　言

大型空间飞行器存在具有密频子系统的结构[ 1, 2 ]. 众所周知, 密频系统存在着模态不稳

定的情形[ 3 ] , 换言之, 当系统的参数有很小的变化时, 其模态就可能有很大的变化, 所以处

理密频系统的动力学和控制往往需要考虑这一不稳定性. 文 [4 ] 讨论了密频子系统用重频

子系统代替时, 其动力学特性和控制特性将会有什么变化. 该文指出, 当ûΕiûν 1, û∆iûν 1

和ûΕiöΝ0ûν 1时, 其动力学特性和控制特性相差很小. 这里 Εi 是第 i 阶模态固有频率分散度,

∆i 是阻尼系数分散度, Ν0是重频系统的阻尼系数. 以上所作的讨论都是没有考虑反馈控制,

即只是研究开环系统的情形.

本文主要是在文 [4 ] 的基础上进一步研究闭环系统的特性, 探讨如何将相应的重频系

统设计的反馈控制律用到密频系统上去. 我们考虑了三种情形:

(1) 如果原系统是实际可控的密频系统, 我们可以由此导出其相应的重频系统, 并在

此重频系统上设计反馈控制, 以达到一定的镇定要求, 然后将此控制律用到原密频系统中

去, 看看会发生什么情况.

(2) 如果原系统是实际可控的密频系统, 并且假定此密频系统的参数有少量的变化, 则

此时模态将发生很大的变化[ 3 ]. 我们考虑, 对原密频系统设计的反馈控制, 能否用到摄动后

的系统上去 (即考察该闭环系统的鲁棒稳定性).

(3) 如果原系统是实际上不可控的密频系统, 我们如何设计反馈系统, 以使某些重要

的变量达到一定的控制要求, 而其余变量仍是稳定的.

1　密频系统的反馈控制的设计

结构动力学方程为

M uβ+ 2C uα+ K u = R f (1)
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式中u ∈R
n 为位移向量, M 为质量阵, C 为阻尼阵, K 为刚度阵, R 为控制阵, f ∈R

n 为

控制力向量. 假定 (1) 是一个实际可控的密频系统, 则可以写成如下的模态坐标向量形式

yβ+ 2Ξ0Ν0 ( I + + ∆) yα+ Ξ2
0 ( I + + Ε) y = B f (2)

这里 y 为模态坐标, 即 u = 5 y , 式中+ ∆ = diag (∆1⋯∆n) , û∆iû ν 1 为阻尼系数分散度矩阵,

+ Ε = diag (Ε1⋯Εn) , ûΕiû ν 1 为固有频率分散度矩阵,B = 5 TR 为非奇异的, 即模态坐标下的

控制矩阵. 在同一模态坐标下, 相应的重频系统为

yβ+ 2Ξ0Ν0 yα+ Ξ2
0y = B f (3)

我们用 SVD 分解[ 5 ]来设计 (3) 的反馈控制. 设B 的 SVD 分解为

B = X IY (4)

这里X TX = Y T Y = I , # = diag (Χ1⋯Χn). 为使 (3) 可控, 必须有 Χj ≠ 0, j = 1, 2, ⋯, n. 进

一步, 令 x = X Ty , v = Y f , 则 (3) 变成

xβ+ 2Ξ0Ν0 xα+ Ξ2
0x = # v (5)

假定 (5) 的控制力为

v = - G 0x - 2H 0 xα (6)

这里G 0 = diag (g 1⋯g n) , H 0 = diag (h 1⋯hn). 是待设计的参数, 则方程 (5) 可以解耦

xβj + 2 (Ξ0Ν0 + Χjh j ) xαj + (Ξ2
0 + Χjg j ) x j = 0 , ( j = 1, 2, ⋯, n) (7)

振动镇定控制的关键问题是振动的衰减率. 如果我们事先指定闭环系统第 j 阶模态的衰减

率为 Αj > 0, 则只要使

Ξ0Ν0 + Χjh j = Αj

也就是取

h j = (Αj - Ξ0Ν0) Χ- 1
j (8)

就可以了. 至于 g j 的值可以进一步指定该模态在闭环系统的频率为 Βj 得到

Ξ2
0 + Χjg j - Α2

j = Β2
j

即

g j = (Β2
j + Α2

j - Ξ2
0) Χ- 1

j (9)

将由 (8) , (9) 得到的H 0, G 0 代入 (6) 并考虑到 f = Y T v , x = X T y , 于是 (3) 的控制力为

f = - Y TG 0X
Ty - 2Y TH 0X

T yα (10)

此时闭环系统的极点 (即特征值) 为- Αj±iΒj , j = 1, 2, ⋯, n.

107第 6 期 孙　涛等: 密频系统的反馈控制

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



现在我们将控制力 (10) 作用到密频系统 (2) 上去

yβ+ 2Ξ0Ν0 ( I + + ∆) yα+ Ξ2
0 ( I + + Ε) y = - B Y TG 0X

T y - 2B Y TH 0X
T yα (11)

对 (11) 式中 y 作变换 x = X T y , 则

xβ+ 2Ξ0Ν0 ( I + X T + ∆X ) xα+ Ξ2
0 ( I + X T + ΕX ) x = - # (G 0x + 2H 0 xα)

即

xβ+ 2 ( + Α + ΕT ) xα+ (+ 2
Α + + 2

Β + ΕP ) x = 0 (12)

这里

+ Α = diag (Α1⋯Αn) , + Β = diag (Β1⋯Βn)

ΕT = Ξ0Ν0X
T + ∆X , ΕP = Ξ2

0X
T + ΕX

Ε是一适当选择的正的小参数. 这样, 我们可以用小参数摄动方法求得 (12) 的特征值问题

的摄动解

Κj = Κ0j + ΕΚ1j + o (Ε2) , 　 j = 1, 2, ⋯, n (13)

这里

Κ0j = - Αj ± iΒj

Κ1j = -
2Κ0j tj j + p j j

2 (Κ0j + Αj )
= - tj j ± i

2Αj tj j - p j j

2Βj

(14)

而 tj j , p j j 分别是 T 和 P 的第 j 个对角元.

很明显, 密频系统第 j 阶模态衰减率的变化, 只跟Ξ0Ν0X
T + ∆X 的第 j 个对角元有关. 考虑

到X TX = I 我们立刻可以得到下列结论.

记 ∆m = m in
i

∆i, ∆M = m ax
i

∆i, 则密频闭环系统第 j 阶模态衰减率 Γj 满足

Αj + Ξ0Ν0∆m Φ Γj Φ Αj + Ξ0Ν0∆M (15)

所以为了得到有足够稳定裕度的密频系统, 我们只要选取合适的 Αj 就可以了.

在文 [4 ] 中曾指出, 为了保证重频系统代替密频系统所引起的动力学响应的相对误差

比较小, 除û∆iû , ûΕiû足够小外, 还需要û ΕiöΝ0û足够小. 但是如果仅仅考虑闭环系统的衰减

率的误差, 则从 (15) 可以看到, 只要û∆iû足够小就可以了 (这一点并不引起与文 [4 ] 的

矛盾, 因为即使衰减率误差很小, 但也可以出现响应的相对误差很大的情形).

2　密频闭环系统对参数变化的鲁棒稳定性

上一节讨论了给定密频系统 (1) 或 (2) 条件下, 通过构造相关的重频系统 (3) , 设

计出反馈控制律 (10) , 使得闭环系统有足够的稳定裕度. 本节讨论如果系统 (1) 中的结

构参数产生小量变化摄动后, 反馈控制律 (10) 是否仍适用?

假定摄动后的结构动力学方程为 (与 (1) 比较)
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M ′uβ+ 2C′uα+ K ′u = R f (16)

为了将控制律 (10) 用到方程 (16) 上去, 我们需要将 f 用 u 和 uα表示出来

f = - Y TG 0X
T 5 Tu - 2Y TH 0X

T 5 T uα (17)

代入 (16) 则有

M ′uβ+ 2[C′+ 5B Y TH 0X
T 5 T ]uα+ [K ′+ 5B Y TG 0X

T 5 T ]u = 0 (18)

这里我们已考虑到B = 5 TR. 由 (4) , (8) 和 (9) 我们可以进一步将 (18) 写成

M ′uβ+ 2[C′+ 5X ( + Α - Ξ0Ν0 I )X T 5 T ] uα+ [K ′+ 5X ( + 2
Α + + 2

Β - Ξ2
0 I )X T 5 T ]u = 0

(19)

设 (16) 的模态矩阵为 5 ′, 即 u = 5′Ν, Ν为 (16) 的模态坐标. 由于密频系统的模态不稳定

性[ 6 ] , 所以 (1) 的模态矩阵 5 可以和 5 ′相差甚大. 将 (19) 作模态变换, 并进一步令 z = P Ν,

P = X T 5 T 5 ′, 则 (19) 变成

zβ+ 2[+ Α + Ξ0Ν0P +′∆ P T ] zα+ [ + 2
Α + + 2

Β + Ξ2
0P +′ΕP

T ]z = 0 (20)

这里 +′∆ = diag (∆′1⋯∆′n) , û∆′j û ν 1 和 +′Ε = diag (Ε′1⋯Ε′n) , ûΕ′j û ν 1 分别是摄动后系统

(16) 的阻尼分散度矩阵和固有频率分散度矩阵. 在式 (19) 中我们已用到 P TP ≈ I , 这是由

于M ≈ M ′, 所以

P T P = 5 ′T 5X X T 5 T 5 ′=

5 ′T 5 5 T 5 ′= 5 ′TM 5′≈
5 ′TM ′5 ′= I

这样, 我们完全可以类似上节的讨论得到摄动后闭环系统 (18) 的第 j 阶模态衰减率 Γ′j 的

估计

Αj + Ξ0Ν0∆′m Φ Γ′j Φ Αj + Ξ0Ν0∆′M (21)

式中 ∆′m = m in
i

∆′i, ∆′m = m ax
i

∆′i.

显然, 只要我们在相应的重频系统的反馈控制设计中, 选取足够大的 Αj , 则对应摄动后

的系统 (16) 就有较好的鲁棒稳定性.

这里应该指出的是, 我们所用的反馈控制力是表示成直接物理量的函数 (17) (这里是位

移 u 和速度 uα) , 而不是模态坐标形式 (10). 我们不能简单地把 (10) 直接用到另一模态坐标

系上去, 因为对控制力 f 也存在一个在坐标系下表示的问题; 所以同一控制力在不同坐标下

的表示也有一个坐标变换问题.

3　实际不可控的密频系统

所谓实际不可控的密频系统, 指对应的重频系统是不可控的[ 4 ] , 因为此时密频系统可控

度很小, 所需控制力可能超过了激励器的能力. 实际中这种情况常常发生, 因为只要独立

控制力的维数小于子系统的维数, 其相应的重频系统必定是不可控的.
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对于实际不可控的密频系统, 我们假定 f ∈R
k , k< n , R ∈R

n×k并且 rank (R ) = k , 其

余不变. 将 (1) 化成模态坐标形式 (3) , 并对B 进行 SV D 分解式 (4) , 不过此时X ∈R
n×n ,

Y ∈R
k×k , 并且

# =
# 0

0
, # 0 = diag (Χ1⋯Χk ) , Χj ≠ 0, j = 1, 2, ⋯, n (22)

令 x = X Ty =
x C

x R

, x C ∈R k , x R ∈R n- k , v = Y f , 则 (5) 变成

xβC + 2Ν0Ξ0 xαC + Ξ2
0x C = # 0v

xβR + 2Ν0Ξ0 xαR + Ξ2
0x R = 0

(23)

显然, 控制力对 x R 不起作用; 但对 x C 可以通过反馈控制, 使其具有任意事先给定的闭环系

统的稳定裕度. 类似 (6) , 假定

v = - GC0x C - 2H C0 xαC = - G 0x - 2H 0 xα (24)

这里G 0= [GC0　 0 ], H 0= [H C0　0 ], 于是

xβC + 2 +CΑ xαC + (+ 2
CΑ + + 2

CΒ) x C = 0 (25)

从而可以得到系统 (3) 的控制力式 (10). 这样, 我们得到对X 前 k 列向量来说其闭环系

统稳定裕度为 Αj , j = 1, 2, ⋯, k , 而对后 n- k 列保持原先的 Ν0Ξ0的稳定裕度. 如果我们

令

+ Α =
+CΑ 0

0 Ν0Ξ0 I
, + Β =

+CΒ 0

0 Ξ0 1 - Ν2
0 I

(26)

则可以将可控部分和不可控部分联合起来写成

xβ+ 2 + Α xα+ ( + 2
Α + + 2

Β) x = 0 (27)

这样一来, 我们得到了与前面类似的结果. 以后对密频系统的分析完全类似, 可参照

(12) ～ (14) 进行. 由此可以得到:

(1) 实际不可控的密频系统可以分成两部分: 可控子空间和几乎完全不可控子空间. 对

可控子空间来说, 我们可以用第二段的结果, 即只要选取合适的 Αj , 就可以使相应密频子空

间有足够的稳定裕度. 对完全不可控子空间来说, 则保持开环系统本身所具有的衰减率, 控

制力对其的影响为O (Ε).

(2) 我们只可以对可控子空间中的某些向量预先指定稳定裕度, 而对不完全在可控子

空间中的向量是不能预先指定稳定裕度的.

4　数值例子与结论

考虑下列弹簧质量系统 (图1).
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图1　弹簧质量系统

F ig. 1　Sp ring2m ass system

这里刚度系数 k 1= 0. 92, k 2= k 3= ⋯= k 10= 0. 03, k 11= 1. 02, m 1= m 2= ⋯= m 10= 1, 则其

第9阶和第10阶固有频率将非常接近, 构成一密频子空间 (见表1).

表1　弹簧质量系统的固有频率

T ab le 1　T he natu ral frequencies of the sp ring2m ass system

o rder 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

freq1 01059 74 01117 74 01172 28 01221 72 01264 56 01299 44 01325 23 01341 07 01975 2 11000 5

如果取 Ξ0 =
1
2

(Ξ9 + Ξ10) = 019879, 则 Ε1 = Ε2 = 01013. 考虑初始条件 y i = sin
iΠ
11

, yαi = 0,

i = 1, 2, ⋯, k , 则

1. 假定每个质量m i 上都可以作用一独立的控制力 f i. 按本文提供的方法先设计密频

子空间用重频子空间代替后的反馈控制力使其各阶模态的衰减率在Α= 0. 6左右. 然后将其

用到原系统上去, 看其反馈控制的效果. 最后将原问题 k 1, k 11 换成 k 1 = 1. 07, k 11 = 0. 87, 这

时 Ε1 = Ε2 = 0. 05 再计算按原来的反馈控制律来控制这一摄动后的新系统. 图 2 给出上述三

种情形下, 用同一反馈控制律得到 u 1 随时间变化的情形. 很明显, 其差别是很小的.

图2　重频系统反馈控制律用于重频系统、密频系统及摄动后密频系统的响应曲线

F ig. 2　C lo se2loop responses of repeated mode system ,

clo sely spaced mode system and clo sely spaced mode system w ith param eter pertu rbation

2. 假定只在质量m 1上作用控制力, 此时系统实际上为不可控系统. 我们的主要目的是

为了保证m 1的运动按规定的衰减率 Α= 016趋于零. 为了同时保证其它质点运动是稳定的,

假定在每个质量上加上阻尼系数为 Ν0= 0105的阻尼器. 这样按本文第四段提供的方法设计
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反馈控制律, 最后得到 u 1的运动是以 Α= 0157为衰减率的运动, 而 u 10的运动是以 Α= 01051

为衰减率的运动 (而与本身阻尼器衰减率 Ν0Ξ0= 01049 8只相差2◊ ).

上述数值例子进一步证明了我们在前面提到的, 只要把按重频子空间设计的反馈控制

力化为物理坐标下 (不是模态坐标下的形式) , 则其可以同样应用到相应的含密频子空间的

系统, 或在其上进行摄动后的每一含密频子空间系统上去, 其误差是一小量, 并且可以事

先估计出来. 以上方法同样可以用到相应的实际不可控系统上去. 这样, 我们圆满解决了

引言中最后提出的三个问题.

本文在形成过程中曾与北京大学王大钧教授, 陈德成教授和白浩博士进行讨论, 得到

了很多有益的启发, 在此特表谢意.
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FEED BACK CONTROL OF CLOSELY SPACED MOD E SY STEM

Sun T ao 　 L in Silian 　 Xu Bohou
(D ep artm en t of M echan ics, Z hej iang U niversity , H ang z hou 310027, Ch ina)

Abstract　T h is paper stud ies clo sely spaced m ode system u sing feedback con tro l law

designed fo r repea ted m ode system. T he dam p ing facto rs of clo se2loop system is ana lysised

in th ree cases, the repea ted m ode system ’s feedback con tro ller u sed in clo sely spaced m ode

system , in clo sely spaced m ode system w ith param eter pertu rba t ion, in part ly con tro llab le

clo sely spaced m ode system. It is show n tha t w ith righ t coo rd ina te t ran sfo rm at ion in the

cases, the erro r of the clo se2loop system ’s dam p ing facto rs is equal to the first o rder sm all

param eter of the co rresponding frequency disperse.

Key words　st ructu re vib ra t ion con tro l, clo sely spaced m ode system , clo se2loop system
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