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含凹坑缺陷圆柱壳的数值极限分析1)

刘应华　 岑章志 　徐秉业
(清华大学工程力学系, 北京 100084)

摘要　使用文 [1 ] 提出的三维结构塑性极限分析的一般计算方法, 我们对含凹坑缺陷的

圆柱壳进行了数值极限分析. 对凹坑和筒体各种组合的几何参数, 本文给出了筒壳极限压

力的上限. 计算结果与现有的理论、实验和数值解进行了比较. 本文调查和评估了各种形

状和尺寸的凹坑对筒壳极限承载能力的影响规律, 研究了对应于不同凹坑尺寸的筒壳两

种典型的破坏模式. 根据以上数值结果, 本文采用几何参数G 来反映凹坑各参数对筒壳极

限压力的综合影响, 并给出了估计带凹坑筒体极限压力的拟合公式. 本文结果对含凹坑缺

陷压力容器的安全评估具有重要参考价值.

关键词　极限分析, 数学规划, 迭代求解, 凹坑缺陷

符号说明

　　A 椭球形或长条形凹坑的纵向半轴

B 椭球形或长条形凹坑的环向半轴

C 凹坑深度

P 带凹坑筒壳的极限压力 (M Pa)

P 0无缺陷筒壳的极限压力 (M Pa)

R 0筒壳的外半径

R i筒壳的内半径

R 筒壳的平均半径

K K 筒壳的径比

　　T 筒壳的厚度

Θ几何参数
A

R T

5 几何参数
B

R T

G 几何参数
C
T

A

R T

Ρs材料的屈服应力 (M Pa)

A öB 凹坑纵向环向半轴比

C öT 凹坑相对深度

C öB 凹坑坡度

引　 言

凹坑是压力容器表面最为常见的一种体积型缺陷, 它可以由腐蚀或机械损伤产生, 也

可能通过对表面裂纹的打磨消除而形成. 凹坑的存在不仅造成局部的应力集中, 降低压力

容器的极限承载能力, 而且可能由于疲劳载荷作用而萌生裂纹, 严重威胁压力容器的安全

运行, 甚至诱发产生容器的破坏事故. 由于目前缺少系统的理论分析, 充足的数值和实验

结果, 凹坑对筒壳极限承载能力的影响规律和筒体破坏机理尚不清楚. 传统上, 对带缺陷

压力容器进行安全评估时, 常常采用净截面破坏方法估计极限压力. 然而, 在有些情况下

筒壳的破坏取决于凹坑附近局部的力学行为. 而不是筒体净截面的削弱. 采用这种方法对

凹坑缺陷进行评定和处理时, 在有些情况下显得过于危险, 在另一些情况下, 又显得过于
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保守. 这势必给在役压力容器的检修带来许多困难. 如何估计凹坑缺陷对压力容器极限承

载能力的影响给这一领域的工程师们提出了一个实际的课题.

带凹坑缺陷压力容器的极限分析及相应安全评定方法的研究, 是当前压力容器安全性

分析中的前沿课题, 它具有十分重要而广泛的应用背景. 极限分析作为塑性力学的一个重

要分支, 可以进一步发挥材料潜力, 为压力容器的设计和安全评估提供有价值的指导. 在

对带缺陷压力容器进行安全评估时, 极限载荷已被CEGB 用于双判据方法中的主要指标之

一. 直到现在人们已经作出了许多努力来测量、表征和预测带缺陷压力容器的极限载荷.

K itch ing和 Zarrab i[ 4, 5 ]从理论和实验上估计了带长条形凹槽圆柱壳的极限压力. 他

们[ 4 ]引入一些简化假设推导出满足平衡方程和不违反双矩弱作用屈服准则的许可应力场,

根据极限下限定理, 使用线性优化方法, 他们计算了带长方形凹槽的圆柱壳极限载荷的下

限. K itch ing 和 Zarrab i[ 5 ]做实验调查了带长条形凹槽的铝合金圆柱壳的极限压力并与他们

计算的下限解进行了比较. M iller [ 2 ]总结了许多带缺陷结构极限分析的经验公式或解析解,

然而这些解的获得引入了一些关键的假设和简化,仅适合于一些特殊类的几何和缺陷形式.

本质上, 估计带凹坑缺陷圆柱壳的极限载荷是一个非线性的三维问题, 采用三维弹塑

性增量有限元法计算极限载荷是可行的, 但计算量太大, 因而不适合工程设计目的. 另一

种方法是利用塑性极限理论, 将有限元法和数学规划相结合, 直接计算极限载荷. 它已成

为目前求解复杂结构极限分析问题的主要方法.

本文从极限分析数值计算角度, 系统、全面研究了不同形状和尺寸的凹坑缺陷对圆柱

壳极限载荷的影响, 探讨了带各种凹坑的圆柱壳在内压作用下塑性区域的变化过程及相应

的破坏模式. 本文还给出了一系列极限压力与缺陷几何参数之间的计算曲线和拟合曲线,

为带凹坑缺陷压力容器的安全评定提供了一定的理论依据.

1　有限元极限分析原理

1. 1 上限分析的数学规划格式

　　考虑一个三维刚塑性体V , 其边界为 S. 在边界 S Ρ上作用有基准力系 ti, 在边界 S u 上

受位移约束 u i= 0, 物体在比例加载力系 v ti的作用下达到极限状态, v 即为极限载荷乘子.

当以M ises条件为屈服条件时, 可得确定极限载荷乘子 v 的上限数学规划格式

v = m in :
2
3

Ρs∫v Εij Εij dv (1 a)

s. t.∫S Ρ
t iu i = 1 (1 b)

u i, i = 0 , 　 in V (1 c)

Εij =
1
2

(u i, j + u j , i) , in V (1 d)

u i = 0 , 　 on S u (1 e)
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　　使用位移模式的有限元法将 (1a) ～ (1b) 离散化, 在每个单元上将应变表示为

Εe = B e∆e (2)

B e为单元应变矩阵, ∆e为单元节点位移列向量,记 K e = B eT õB e, 将位移边界条件引入,由

单元节点位移向量 ∆e组成总体节点位移向量 ∆, 将 K e扩展为与 ∆同阶,并采用 Gau ss积分

法进行数值积分,则有

∫V Εij Εij = 6
i∈I

Θi ∆TK i∆ (3)

这里 I 是全部 Gau ss积分点集合, Θi 为积分权因子, K i 为 K e 矩阵在 i 点上的值. 由式

(1b) 可导出离散后的载荷约束条件

F T ∆ = 1 (4)

这里 F 是等效节点载荷向量.

不可压条件 u i, i= 0在分析三维问题需特别处理, 对平面应力及板壳等问题均可由对 K i

形式的简单修正而满足.

1. 2 塑性不可压条件的处理

用有限元方法处理一般三维塑性分析问题时, 塑性变形体积不可压条件的引入是需要

克服的难点之一. 本文采用罚函数法加以解决.

利用罚函数法引入不可压条件 Εv = u i, i= 0, 则罚函数项为

1
2

Α∫V Ε2
v dV =

1
2

Α∫V ΕTC ΕdV (5)

有限元离散化, 并将 (2) 式代入, 有

1
2

Α∫V Ε2
v dV =

1
2

Α6
e∫V e

ΕT
e C Εe dV =

1
2

Α6
i∈I

Θi∆T (K v ) i∆ (6)

这里 K v = B eTCB e, C 为一系数矩阵, Α为序列罚因子.

于是由 (3) , (4) 和 (6) 得到如下有关三维体上限分析的离散格式

m in : 6
i∈I

Θi ∆T K i∆ (7a)

s. t. F T ∆ = 1 (7 b)

∆T (K v ) i = 0 , 　i∈ I (7 c)

一般说, 采用罚函数法处理不可压条件时, 由于过度约束会产生所谓的“锁死”现象.

“锁死”可以通过采用减缩积分或选择积分使与罚函数相关的附加刚阵奇异加以克服. 然

而, 我们的数值实验表明, 在选用合适的罚函数情况下, 现有的极限分析算法对“锁死”并

不敏感, 对罚函数项不需要采用减缩或选择积分仍能取得满足精度要求的解.

1. 3 识别刚、塑性区

格式 (7) 是一个含有等式约束的非线性规划问题. 目标函数是凸的、非线性的, 且当
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应变为零时具有不可微性. 这种非光滑性在目标函数极小化过程中会产生麻烦, 在零点附

近估计梯度时会导致计算溢出. 为此我们将整个结构区域分为刚性区和塑性区, 并对刚性

区和塑性区积分点分别施以不同的约束, 对目标函数进行修正. 问题的非线性通过迭代求

解解决. 具体地, 在进行第 K+ 1步迭代之前, 先逐个检查各积分点上应变是否为零, 即

∆T
k K i∆k 是否为零. 将 I 分为两个子集R k+ 1和 P k+ 1的并

I = R k+ 1 ∪ P k+ 1 (8 a)

R k+ 1 = { i∈ I , ∆T
k k i∆k = 0} (8 b)

P k+ 1 = { i∈ I , ∆T
k k i∆k ≠ 0} (8 c)

R k+ 1和 P k+ 1的确定具有重要意义, 通过它们可以对刚性区和塑性区的分布得以了解进而使

我们可以对格式 (7) 进行逐步修正.

通过在每步迭代中引入刚性区和塑性区的判据过程, 逐步识别刚性区和塑性区, 并且

依此对目标函数进行不断地修正, 目标函数非光滑的性质所导致的困难得以克服.

114 迭代求解

根据以上构想, 可以提出如下迭代算法步骤:

Step 0

求解极小化过程

m in : 6
i∈I

Θi∆T K i∆ (9 a)

s. t. F T ∆ = 1 (9 b)

∆T (K v ) i∆ = 0 ,　 i ∈ I (9 c)

确定 ∆0, 这相当于求解一个弹性力学问题, 所以 ∆0满足方程组

6
i∈I

ΘiK i + 6
i∈I

Αi
0 (K v ) i ∆0 = q0F (10 a)

F T ∆0 = 1 (10 b)

将 ∆0回代产生Μ0

Μ0 = 6
i∈I

Θi ∆T
0 K i∆0 (11)

Step k+ 1

首先由 ∆k 确定R k+ 1和 P k+ 1, 再求解极小化过程

m in : 6
i∈P k+ 1

Θi∆TK i∆

∆T
K K i∆k

(12 a)

s. t. F T ∆ = 1 (12 b)

∆T (K v ) i∆ = 0 , 　i∈ P k+ 1 (12 c)

∆TK i∆ = 0 , 　i∈R k+ 1 (12 d)
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确定 ∆k+ 1, 这步的求解也类似于求解一个弹性力学问题, 引入拉氏乘子 2qk+ 1解除约束条件

F T ∆ = 1, ∆k+ 1 应满足

6
i∈P k+ 1

ΘiK i

∆T
k K i∆k

+ 6
i∈P k+ 1

Αi
k+ 1 (K v ) i + 6

i∈R k+ 1

Βi
k+ 1K i ∆k+ 1 = qk+ 1F (13 a)

F T ∆k+ 1 = 1 (13 b)

将 ∆k+ 1回代产生Μk+ 1

Μk+ 1 = 6
i∈I

Θi ∆T
k+ 1K i∆k+ 1 (14)

在以上迭代过程中所产生的 {Μk }值, 根据上限定理, 可确保为极限载荷乘子Μ的上限.

作者业已证明上述迭代过程是单调收敛的, 极限乘子序列{Μk }收敛于真实极限乘子的上限.

本文描述的直接迭代算法有严格的数学理论[ 11 ] , 能保证其收敛的稳定性, 其程序实施

也较容易, 原则上适用于任何位移有限元分析.

2　带外表面凹坑圆柱壳的数值极限分析

2. 1 与其它方法计算结果的比较

　　本文发展的数值方法已编成计算机程序. 为了优化数值精度和效率, 我们对不同的操

作参数如网格密度, 刚性区判据, 收敛准则和罚因子进行了数值实验. 通过对典型算例的计

算, 并与其它的数值、解析和实验结果进行比较, 本文方法的正确性得到检验.

首先, 我们计算了带四种不同形状和尺寸凹坑的圆柱壳的极限压力. 这些凹坑分别是

球形, 轴向椭球形, 环向椭球形及长条形凹坑. 我们也利用AD INA 程序通过三维增量弹塑

性有限元分析计算了同样的问题. 筒壳径比 K K 是1. 20, 壁厚是20 mm , 屈服应力 Ρs是200

M Pa. 考虑到对称性, 所有凹坑计算模型均取结构的1ö4, 剖分面位于结构的对称面处. 计

算时, 在这些对称面上施加相应的约束. 有限元离散采用三维八节点等参元. 为了准确反

映应力集中情况, 在凹坑附近设置了一定宽度的加密区. 按照不同的凹坑形状和尺寸, 划

分单元数从500到1 000, 节点数从700到1 200不等. 有限元网格如图1所示. 计算结果的比

较见表1.

表1 　 计算极限载荷 (M Pa) 的比较

T ab le 1 　Comparison of resu lts w ith these by AD INA

Structures T h is paper (M Pa) AD INA (M Pa)

F ig. 1 (a) 39. 824 39. 202

F ig. 1 (b) 35. 716 35. 075

F ig. 1 (c) 40. 732 40. 128

F ig. 1 (d) 28. 594 28. 001

　　从表1可以看出本文结果与AD INA 计算结果符合较好, 而花费的计算时间比增量法

要少得多. 极限载荷一般可经过10～ 20多次迭代后获得. 对于大面积屈服的极限问题, 通

过迭代过程很快可得到结果; 对于局部屈服的极限载荷问题, 相应迭代次数增加. 所得计

算结果是较为接近真实极限载荷的上限解. 从迭代过程来看, 本文算法显示了稳定的收敛

性和计算效率.
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(a) 带球形凹坑, (b) 带轴向椭球形凹坑, (c) 带环向椭球形凹坑, (d) 带长条形凹坑

(a) Cylinder w ith a spherical slo t, (b) Cylinder w ith an axial slo t,

(c) Cylinder w ith a circum feren tical slo t, (d) Cylinder w ith a rectangular slo t

图1 　有限元网格

F ig. 1 　T he fin ite elem ent m eshes

图2　计算结果的比较

F ig12　Comparison of the computational resu lts

　　K itch ing 和 Zarrab i[ 4 ]使用线性优

化方法计算了带长条形凹槽的圆柱壳极限

压力的下限. 然而由于他们引入了一些特殊

假设简化了下限极限分析, 所得计算压力远

低于真实极限压力. 针对K itch ing等采用的

缺陷参数, 本文计算了带长条形凹槽筒壳极

限压力的上限. 计算结果的比较见图2, 图

中 8 表示凹坑处韧带厚度与筒壁厚之比, Θ
表示几何参数, P 是无量纲极限压力. 从图

中可看出, 本文计算结果大于, 有时远大于

K itch ing 等人结果. 本文与K itch ing 等人结

果的结合能为带长条形凹槽的圆柱壳的极限压力的估计提供一个安全而不保守的界限.

2. 2 破坏模式

对于凹坑参数A öB 和C öT 较小和C öB 较大的情况, 当内压达到极限压力时, 筒壳几

乎处于整体屈服状态, 在筒体内发生大面积的塑性变形, 这时凹坑对极限承载能力的影响

很小, 主要是净截面的削弱. 筒壳在极限状态时发生整体破坏. 如图3 (a) 中, 阴影部分表

示破坏时的塑性区域.
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(a) 整体破坏 　　　　 (b) 局部破坏

(a) Global co llap se　　 (b) L ocal co llap se

图3　两种典型的破坏模式

F ig. 3　Two failu re modes at the lim it state

　　当凹坑参数 A öB 和 C öT 较大和 C öB

较小时, 塑性屈服首先发生在凹坑底部, 然

后很快沿凹坑表面轴向扩展, 而沿壁厚和环

向扩展较为缓慢. 同时在凹坑附近的筒壳内

壁和远离凹坑的筒壳外壁形成两个刚性区.

这两个刚性区是由于凹坑引起的局部弯矩

产生低应力水平而形成的. 当内壁刚性区逐

渐进入屈服时, 这时在凹坑部位形成一个塑

性铰. 筒壳达到极限状态而变成一个破坏机

构. 凹坑处的韧带向外鼓起. 在这种情况

下, 在凹坑内将发生局部泄漏. 图3 (b) 表示对应于局部破坏模式的破坏机构.

213 凹坑对筒壳极限压力的影响

本文发展的有限元数值方法被应用于带外表面凹坑筒壳的参数极限分析. 各种形状和

尺寸的凹坑对筒壳极限压力的影响被调查和评估. 考虑的凹坑包括带有各种几何尺寸的球

形、椭球形和长条形凹坑. 带椭球形和长条形凹坑的筒壳的几何示意如图4. 数值极限分析

以下列几何参数的各种组合为变量进行

K K　1102, 　 1120

A öB 　110, 　310, 　510, 　710, 　1110, 　1ö310, 　1ö510

C öB 　1ö1, 　1ö3, 　1ö4

C öT　0120, 　0133, 　0150, 　0160

这里几何参数A öB = 110对应于球形凹坑, A öB < 110对应于环向椭球形凹坑, 1< A öB Φ
510对应于轴向椭球形凹坑, A öB > 510则对应于长条形凹坑. 凹坑参数对筒壳极限压力影

响的计算曲线如图5. 从图5中, 我们可得出以下结论.

对一定的凹坑长短轴比A öB , 筒壳极限压力随着凹坑深度 C öT 增加或凹坑斜度C öB

的减少而减少. 极限压力随C öB 减小而减小, 尤其当C öT 较大时. 当C öT 较小和C öB 较

大时, 凹坑对极限压力的影响很小. 随着A öB 增大, C öT 对极限压力的影响增大, 随C öT

增大, 极限压力下降更快. 在相同的凹坑深度和坡度下, 长条形凹坑对应的极限压力比椭球

形和球形凹坑对应的极限压力低得多.

(a) 带椭球形凹坑

(a) W ith an ellip so idal slo t

(b) 带长条形凹坑

(b) W ith a rectangular slo t

图4 　带凹坑的筒壳几何示意图

F ig. 4 　 T he geom etry of cylinder w ith par2th rough slo t
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图5　极限载荷的计算曲线
F ig. 5 　 T he computational curves fo r the lim it loads

　　图5 (b) 和5 (c) 表明带轴向椭球形凹坑的筒壳极限压力低于带相同尺寸环向凹坑筒壳

的极限压力. 原因可能是筒壳中环向应力比轴向应力大, 环向凹坑产生的应力集中低于相

同尺寸的轴向凹坑产生的应力集中. 因此, 轴向凹坑对应的计算结果可用来保守估计带相

同尺寸环向凹坑筒壳的极限载荷. A öB 对带轴向凹坑筒壳极限压力的影响大于对带环向凹

坑筒壳极限压力的影响. 环向凹坑对应的极限压力低于圆形凹坑对应的极限压力 (在短轴

相同时).

当凹坑参数A öB 和C öT 较小和C öB 较大时, 凹坑对筒壳极限压力的影响并不明显.

筒体破坏模式是整体破坏, 有较大的塑性变形发生. 此时净截面破坏方法可用于近似估计

筒壳的极限压力. 当凹坑参数A öB 和C öT 较大和C öB 较小时, 将在凹坑附近形成局部塑

性铰, 这会大大降低筒体极限承载能力. 筒体的破坏形式为在凹坑内发生局部泄漏. 此时,

净截面破坏方法将给出偏于危险的结果.

图6表示对应不同的C öT 极限压力随几何参数Θ的变化规律. 从图中可以看出, 对一定

的 C öT , 随着 Θ增加, 极限压力缓慢减小, 当 Θ大于某一临界值 (对不同的 C öT 各不相

同) 时, 极限压力下降很快. 对一定的C öT , 在 Θ相同时, 长条形凹坑对应的极限压力最

大, 椭球形其次, 圆形凹坑对应的极限压力最小, 而且三种形状凹坑对应的极限压力相差

不大. 因此, 半径 r= A 的球形凹坑对应的极限压力可用于保守估计相同深度、轴向尺寸为

2A 的椭球形或长条形凹坑的极限压力.

图7反映了极限压力随环向尺寸B 的变化. 从图中可以看出, 环向尺寸B 对极限压力的

影响较小, 除非B 是非常大. 对大多数实际问题, 参数B 的影响可以忽略. 在其它参数相

同的情况下, 径比 K K 对极限压力的影响很小. 随 K K 减小, 极限压力略有增加.
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图6　P öP 0随 Θ变化曲线 (5 = 0151, K K = 1120)
F ig16　V ariation of P öP 0 w ith Θfo r differen t

values of CöT (5 = 0151, K K = 1120)

图7　P öP 0随 5 变化曲线 (Θ= 0176, K K = 1120)
F ig17　V ariation of P öP 0 w ith 5 fo r differen t

values of CöT (Θ= 0176, K K = 1120)

　　不同形状和尺寸的凹坑对筒壳极限压力实际的影响情况对不同的凹坑参数可参考相应

的计算曲线图.

当凹坑纵向尺寸或环向尺寸趋于零时, 凹坑变成部分穿透的环向或纵向表面裂纹. 因

而, 本文工作的计算结果可保守地用于带表面裂纹或被腐蚀的筒壳的安全估计中.

214 估计极限压力的拟合公式

为了广泛调查凹坑各参数对极限压力的综合影响, 并将以上结果用于压力容器的安全

评估中, 我们对计算结果采用最小二乘法进行曲线拟合.

根据上述分析, 我们可以发现在凹坑参数中, C öT 和 Θ是最重要的, 其中C öT 对极限

压力影响最大, 其次是Θ, 而B 一般来说对极限压力的影响较小. 因此我们使用几何参数G

=
C
T

A

R T
来估计凹坑各参数对极限压力的总体影响作用. 参数G 表征了凹坑缺陷量的大

小, 能较好反映凹坑参数对极限压力的综合影响. 在可接受的工程近似范围内, G 对较为广

泛的筒壳和凹坑尺寸都是有效的.

利用最小二乘法对计算结果进行处理, 我们得到下列拟合公式

图8　极限载荷的拟合曲线

F ig. 8　T he fit curve fo r the lim it load (P öP 0 vs G)

P
P 0

= 1. 000 000 , 当G Φ 0. 19

P
P 0

= 1. 167 069 - 0. 383 282G 1ö2, 当 G > 0. 19

以上公式能作为一般的准则用来估计带凹

坑缺陷筒壳的极限压力. 对应上述公式的

拟合曲线见图8. 从图中, 我们看出当G 小

于0. 19时, 极限载荷随G 增大变化很小, 反

映凹坑对极限压力影响很小, 此时筒体破坏

模式是整体破坏; 当G 大于0. 19时, 极限压

力随G 增大下降很快, 筒体的破坏是局部泄

漏.
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3　结 　论

　　本文采用作者们提出的三维结构极限分析的一般数值方法, 对带球形、椭球形和长条
形凹坑筒壳的极限压力进行了计算, 探讨了凹坑类缺陷对筒体极限压力的影响, 研究了相
应的破坏模式, 并给出了估计筒壳极限压力的拟合公式. 本文的工作对工程实际中的带各
种凹坑缺陷的筒壳的安全估计提供了一定的理论及设计依据.
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NUM ER ICAL ANALY SIS OF THE L IM IT LOAD S FOR
CYL IND R ICAL SHELL S W ITH PART-THROUGH SLOTS

L iu Y inghua 　 Cen Zhangzh i　Xu B ingye
(D ep t. of E ng ineering M echan ics, T sing hua U niversity , B eij ing 100084, Ch ina)

Abstract　A num erica l lim it ana lysis is perfo rm ed fo r cylindrica l shells w ith part2th rough
slo ts u sing a genera l com pu ta t iona lm ethod fo r lim it ana lysis of 32D structu res. T he upper
bounds fo r the lim it p ressu res are g iven fo r a com p rehen sive range of geom etric
param eters. Som e of the ca lcu la ted resu lts a re com pared w ith the resu lts of deta iled 32D
elastop last ic f in ite elem en t ana lysis and w here po ssib le, w ith ex ist ing theo ret ica l,
experim en ta l o r num erica l so lu t ion s. T he effects of variou s shapes and sizes of part2
th rough slo ts on the load2carrying capacity of cylindrica l shells a re invest iga ted and
evalua ted. Tw o k inds of typ ica l fa ilu re m odes co rresponding to d ifferen t d im en sion s of
slo ts are stud ied. Based on the num erica l resu lts, a geom etric param eter G w h ich
com b ines the slo t d im en sion s and the cylinder geom etry is p resen ted. It reflects reasonab ly
the overa ll effect of slo t on the lim it load of a cylinder. A fit fo rm u la fo r est im at ing the
lim it p ressu re of a cylindrica l shell w ith part2th rough slo t is ob ta ined.

Key words　 lim it ana lysis, m athem atica l p rogramm ing, itera t ive so lu t ion, part2th rough
slo t
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