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N-S方程在非结构网格下的求解

曾扬兵 　 沈孟育 　 王保国 　 刘秋生
(清华大学工程力学系, 北京 100084)

摘要　在Roe的矢通量差分分裂的基础上, 吸收了NND 格式的优点, 提出了一种非结构

网格下求解 Euler方程和N 2S方程的高分辨率高精度迎风格式. 这种格式具有捕捉强激

波和滑移线的良好性能. 在时间方向上采用了显式和隐式两种解法. 文中还给出了自适应

技术. 最后, 成功地完成了 GAMM 超音速前台阶绕流、二维平板无粘激波反射、三维

Hobson 叶栅流动、V K I叶栅流动、C3X 叶栅流动的数值模拟, 得到了满意的结果.
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引　 言

近年来, 用非结构网格求解 Eu ler方程和N 2S方程发展得相当快[ 1～ 3 ] , 主要是因为非结

构网格在求解具有复杂边界的流动中, 较结构网格有更大的优越性, 而且其随机的计算点

分布, 更易于作网格的自适应. 非结构网格主要用于有限体积法和有限元法, 尤其以有限

体积法发展更为迅速. 应用非结构网格构造格式时, 一较大困难在于如何抑制激波附近的

非物理波动. 本文吸收了NND 格式的优点, 在构造高精度格式时, 梯度选取为一侧梯度与

两侧梯度的算术平均中绝对值较小者, 限制直接对原始变量进行, 因此大大减少了计算量.

几个典型算例表明: 该格式计算稳定, 收敛较快, 并且对激波和滑移线等具有较高的分辨

率.

1　 离散方程组的建立

积分形式的控制方程为

5
5tν

8

Q dV + λ
58

f õ ndS = 0 (1)

其中Q
T = [Θ, Θu , Θv , Θw , et ]T , f 为粘性和无粘通量矢量 (见文献 [5 ]) , 8 为控制体, 58

为控制体边界面, n 为 58 的外法线方向单位矢量. 规定物理量置于网格中心, 每个网格为

一控制体单元, 我们对单元 i积分, 有

V i
5Q i

5t
+ 6

j= nb ( i)

(f i, j õ n i, j )S i, j = 0 (2)

上式中, V i 为单元 i体积, nb ( i) 表示单元 i的相邻单元, 下标‘i, j’表示单元 i与单元

j 的交界面, f i, j , n i, j , S i, j分别表示界面 i, j 的通量矢量, 外法线单位矢量, 面积. 其中,
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通量 (f i, jõn i, j ) 可以分为两部分来计算

f i, j õ n i, j = F I
i, j + FV

i, j (3)

其中第一部分F
I
i, j为对流项构成的无粘通量, 第二部分F

V
i, j为粘性项构成的粘性通量.

2 　通量的计算

2. 1 无粘通量F
I
i, j的计算

我们采用Roe矢通量差分分裂[ 6 ] , 有

F I
i, j = [F I

L + F I
R - û A Roeû (Q R - Q L ) ]ö2 (4)

其中, L , R 分别为边界左、右的物理状态, A Roe为Roe平均下的物理状态所对应的无粘通

量雅可比矩阵 5F
I ö5Q . 在本文中, 为方便粘性通量计算, 以q作为变量

q = [Θ, u , v , w , p ]T (5)

利用q与Q 的关系, 方程 (4) 可写成qL , qR 为变量的表达式. 对于一阶精度格式, 物理量

在单元内是均匀的, 有

qL = q i,　　 qR = q j (6)

要构成高精度格式, 必须给出qL , qR 的高精度表达式. 我们假设物理量在单元内呈线性分布

Ω= ΩA + (¨ Ω) A õ r (7)

其中, r为单元中心A 到点 (x , y ) 的距离矢量, ¨ Ω为单元内的梯度, 由高斯定理, 有

¨ Ω=
1

V 8 λ
58

Ωn dS (8)

图1　 单元分布示意图
F ig. 1　D istribu tion of grid cells

上式中, 8 为包围单元中心的封闭体, 58 为
8 的边界面. 在二维情况下, 如图1所示, 计

算A 点梯度, 选择C  B  D  C 作为积分

路径, 选择积分路径时, 应注意其一定要包

围计算点, 这需要在网格生成时给予注意.

求出¨ q 后, qL , qR 的二阶表达式可给出如

下

qL = q i + (¨ q ) i õ rik , 　　 qR = q j + (¨ q ) j õ r jk (9)

上式中, k 为界面 ij 中心. 将式 (9) 代入式 (4) , 即可求得无粘通量 F
I
i, j. 显然, F

I
i, j将保

持严格二阶精度.

我们知道, 在可压缩流动的计算中, 对各类间断的捕获一直是一个重要的问题, 在应

用非结构网格的计算中, 同样如此. 在非结构网格发展的早期, 人们主要通过加人工粘性
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的方法, 来抑制间断附近的非物理振荡. 加人工粘性, 必须较好地控制人工粘性系数, 这

相当不方便, 尤其在边界层计算中, 人工粘性引入得不恰当, 有可能掩盖真实物理粘性. 近

年来, 结构网格中成熟的差分格式 TVD [ 1 ] , 迎风[ 2 ] , NND [ 3 ] , ENO [ 7 ]等都在非结构网格中

得到了应用. TVD 格式的计算量大; NND 格式需要计算通量中30个分量的梯度, 计算量也

较大; 由于非结构网格失去了方向性, ENO 格式的构造很不方便. 在粘流计算中, 由于边

界层内网格细长比较大, 效果不好, TVD 格式也有类似缺点. 因此, 本文采用了计算量相

对较小的迎风格式. 与结构网格中的迎风格式不同, 它通过限制物理量的梯度, 保证物理

量在单元内的分布具有单调性, 从而达到抑制间断附近非物理振荡的目的. 目前, 梯度限

制的方法主要有两种. 一种方法是针对单元内压力梯度方向的特征变量来进行, 即首先由

原始变量计算出特征变量, 对特征变量进行限制后, 再由此计算出限制后的原始变量梯

度[ 2 ]. 该方法对激波等间断捕获性能好, 但需要进行两次矩阵计算, 计算量极大. 另一种方

法是直接针对原始变量进行, 该方法计算量小, 但在激波强度较大的情况下效果不好. 为

了解决这一问题, 我们提出了一种新的确定qL , qR 的方法, 其中引入了NND 格式的优点.

构造高精度格式时, 梯度选取为一侧梯度与两侧梯度的算术平均中绝对值较小者, (9) 式

变为

qL = q i + m in mod (¨ q3
i , (¨ q3

i + ¨ q3
j ) ö2) õ rik

qR = q j + m in mod (¨ q3
j , (¨ q3

i + ¨ q3
j ) ö2) õ r j k

(10)

这样, 我们对物理量的梯度限制只须采用简单的单调性限制, 即保证物理量在单元内的分

布值不超过其相邻单元中心处的值决定的范围. 我们针对原始变量进行, 以二维情况中的

图1为例, 可表述如下

¨ q3
A = 5A ¨ qA , 5A = m in ( 5m ) ûm = nb (A ) (11)

5m =

1 (∃ qA k = 0)

m in 1,
∃ qm axA

∃ qA k
(∃qA k > 0)

m in 1,
∃ qm inA

∃ qA k
(∃qA k < 0)

上式中

∃ qm axA = m ax (∃ qA B , ∃ qA C , ∃ qA D , 0) , ∃qm inA = m in (∃ qA B , ∃ qA C , ∃ qA D , 0) ,

∃ qA k = qA - qk , ∃ qA B = qB - qA , ∃ qA C = qC - qA , ∃ qA D = qD - qA

m 为单元A 的相邻单元 (m = B , C , D ) , k 为单元A 与m 的边界面中心, qk 由 (7) 式求

得. ¨ q j 由 (8) 式求得后, 用 (11) 式加以限制得到¨ q
3
j , 代入 (10) 式即可得到qL , qR.

经计算实践证明, 该方法计算快速稳定, 并且由于保证了物理量在单元内分布的单调性, 对

激波间断、接触间断捕获性能好.
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2. 2 粘性通量F
V
i, j的计算

计算粘性通量, 最主要的是先计算出速度梯度和压力及密度梯度. 由 (3. 6) 式可求

出各单元物理量 Υ的梯度, 界面 ij 上的物理量 Υ的梯度可由相邻单元的算术平均得出
¨ Υij = (¨ Υi + ¨ Υj ) ö2 (12)

3　 离散方程求解

计算出无粘通量F
I
i, j和粘性通量F

V
i, j之后, 半离散的控制方程如下

V i
5Q i

5t
+ R i = 0 (13)

其中

R i = 6
j= nb ( i)

(F I
ij + F IV

ij )S ij (14)

为通量在单元边界上积分, 方程 (13) 可采用显式或隐式方法进行求解.

3. 1 显式 R-K时间推进

R 2K 积分计算量小, 而且精度高. 因此在时间方向上, 我们选用R 2K 积分推进求解[ 8 ] ,

对m 步R 2K 积分, 有

Q
(0
i = Q n

i

Q
(k )
i = Q

(k- 1)
i - (∃ tV i) Αk R

(k - 1)
i

⋯

Q n+ 1
i = Q

(m )
i

(15)

其中

Αk =
1

m - k + 1
, 　　k = 1～ m (16)

常用, m = 4. 在时间推进过程中, 为保证计算稳定, 必须规定合适的时间步长. 我们采用

局部时间步长, 在每个单元内, 采用可能的最大时间步长, 可以获得最佳收敛过程. 通过

隐式残差光滑技术的实施, 可以大大增大稳定性允许的CFL 数. 在本文中, CFL 数可达到

4. 0.

3. 2 Gauss-Se idel迭代隐式求解

显式R 2K 时间推进方法对 Eu ler方程的求解相当有效, 但在用于求解N 2S方程时, 由

于受时间步长的限制, 尤其是在传热计算时, 靠近壁面的网格极其密集, 需要迭代步数相

当多, 计算很不经济. 我们针对粘流N 2S方程的计算, 采用了 Gau ss2Seidel迭代隐式求解

的方法. 在时间方向用 Eu ler后向差分时, 半离散方程为

V i
Q n+ 1

i - Q n
i

∃ t
+ R n+ 1

i = 0 (17)

R
n+ 1
i 计算时采用局部线化, 由N ew ton 公式, 有

R (Q n+ 1) = R (Q n) + 6
j= nb ( i)

(A I
i, ij + A V

ij ) ∃Q n+ 1
i + 6

j = nb ( i)

(A I
j , ij + A V

ij ) ∃Q n+ 1
j (18)
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其中, ∃Q
n+ 1
i = Q

n+ 1
i - Q

n
i , A

I 和A
V 分别为无粘和粘性通量的线化雅可比矩阵

A I
i, ij = S ij (5(f I õ n i, j ) ö5Q ) i, 　　 A I

j , ij = S ij (5(f I õ n i, j ) ö5Q ) j (19)

对粘性通量隐式线化时, F
V
i, j可近似取为[ 2 ]

FV
i, j = ΛIV

r i, j õ n
û ri, j û 2 (Q V

i - Q V
j ) (20)

IV = diag 0, 1, 1, 1,
1

(Χ- 1) P r
, 　　Q V = [0, u , v , w , ΧP öΘ]

A V
i, ij = S ij 5FV

i, j ö5Q i,　　A V
j , ij = S ij 5FV

i, j ö5Q j

经整理, 可得最终的离散方程组

V i

∃ t
I - 6

j = nb ( i)

(A I
i, ij + A V

ij ) ∃Q n+ 1
i = R (Q n) + 6

j = nb ( i)

(A I
j , ij + A V

ij ) ∃Q n+ 1
j (21)

对方程 (21) , 采用 Gau ss2Seidel点迭代求解.

我们计算发现, 边界的隐式处理对计算稳定性和收敛速度有很大影响. 边界隐式处理

的方法一般是对边界条件关系式线化. 但我们发现该方法一是形式复杂不通用, 二是有可

能出现奇异情况. 为此, 本文给出了一种简单有效的方法, 在每个迭代步, 边界点使用上

一次的迭代值显式引入边界条件, 然后代入内点方程. 计算结果证明该方法简单有效.

4　网格生成及自适应技术

4. 1 网格自动生成

　　网格生成采用目前应用广泛的D elaunay方法. D elaunay方法利用Bow yer2W atson 原

理, 即每个三角形单元的外接圆内不包含其它任何点. 在该方法下, 网格生成是一个在已

有网格基础上, 不断加入新点, 并重新连接成新网格的过程. 详细的过程参见文献 [9 ].

4. 2 自适应技术

非结构网格由于网格局部性好, 实现局部加密相当方便, 因此履行自适应技术相当有

效. 以二维情况为例, 如图2 (a) 和图2 (b) , 分别表示一个三角形单元在三条边和一条边

需要加密时加密后的情况; 为避免畸形网格的出现, 我们规定, 当一个单元两边需要加密

时, 其第三条边也需加密; 由图2 (b) 得到的单元在其任一边需要加密时, 其剩余两条边

也需加密, 见图2 (c). 在自适应过程中, 当某局部加密过度时, 则需要粗糙, 这特别在非

定常计算中尤其重要, 粗糙的路径可沿着图2所示的反方向进行.
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图2 　网格加密示意图

F ig. 2 　F igure of adap tive grid

　　衡量网格需加密或粗糙的尺度很多,该尺度一般应反应网格大小与重要物理量的梯度,

例如, 存在激波的流场中的压力梯度. 本文中, 尺度定义为压力梯度与网格体积的乘积

Ρi = û¨ p iû∃V i (22)

Ρζ为全体 Ρi的平均值. 当一条边的两侧相邻单元都满足

Ρi Ε Α1 Ρζ (23)

时, 认为该边需要加密; 反之, 当一条边的两侧相邻单元都满足

Ρi Φ Α2 Ρζ (24)

时, 认为该边需要粗糙. 式 (23) 和式 (24) 中, Α1应取大于1的数, 一般取 Α1= 2. 5; Α2

应取小于1的数, 一般取 Α2= 0. 3. 上述自适应技术, 可在计算过程中, 分几次在计算一定

步数后实施, 一般3～ 4次即可得到较好的自适应效果. 同时, 应注意, 为避免局部加密过

度, 应规定网格的最小体积, 当网格体积小于最小体积时, 不再加密.

图3 　GAMM 前台阶绕流网格图
F ig. 3 　Grid fo r GAMM fo rth step

5　典型算例

5. 1 超音速 GAMM 前台阶绕流[10 ]

　　 GAMM 前台阶超音速绕流是一个比较复杂的流场, 台阶前有脱体弓形激波 , 强度相

当大, 是考核格式的常用算例. 流场边界和网格示意图如图3所示. 来流马赫数M ∞= 3. 0,

图4, 图5分别给出了某一时刻 (无量纲时间 t= 4. 0) 的压力、马赫数的等值线分布. 从这

些结果可以看出, 计算出的流场结构相当清

晰, 计算结果与文献 [8 ]相当; 流场中的脱体

激波, 反射激波, 滑移线, 音速线等被满意

地计算出来, 它很好地显示了格式所具有的

高分辨率特征.
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图4 　前台阶绕流等压力线分布图
F ig14 　P ressure contour of flow in GAMM fo rth step

图5　 前台阶绕流等马赫数线分布图
F ig15 　M ach num ber contour of flow in

GAMM fo rth step

5. 2 二维平板无粘激波反射[11 ]

为了进一步考核算法的自适应能力, 我们计算了无粘激波反射问题. 来流马赫数M ∞=

2. 9, 激波入射角Β= 29°. 图6为计算最终得到的网格分布图, 图7为计算得到的压力等值线

的分布. 从图中可以看到, 自适应效果得到了很好体现, 网格主要集中在激波附近, 入射

激波和反射激波捕捉得相当清晰.

图6 　平板激波反射自适应网格图
F ig. 6 　A dap ted grid fo r reflect of shock w ave

图7 　平板激波反射压力等值线分布图
F ig. 7 　 P ressure contour of reflect of shock w ave

图8　 三维Hobson直立叶栅网格示意图
F ig. 8 　Grid fo r th ree dim ensional Hobson cascade

5. 3 直立三维 Hobson 叶栅内流动[12 ]

以上都是二维情况下的算例, 为了进一步

考核算法和程序的三维性能, 我们计算了直立

三维Hob son 叶栅内的无粘流动, 叶栅为平面

叶栅在高度上延伸构成. 由于直立叶栅在叶高

方向是规则形状,采用三棱柱网格单元,网格示

意图见图8. 图9 (a)～ (d) 分别给出了叶片四

个高度上的计算与文献 [12 ] 的结果比较.

图9 　沿叶高方向各截面叶片表面速度系数分布图
F ig. 9 　D istribu tion of velocity coefficien t over the b lade surface
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图9　沿叶高方向各截面叶片表面速度系数分布图 (续)
F ig. 9 　D istribu tion of velocity coefficien t over the b lade surface (continued)

5. 4 VK I叶栅的流动分析[13 ]

数值研究了V K I叶栅在出口马赫数为M ou t= 1. 43的跨音速工况下的气动特性. V K I

叶栅, 是一大头、大弯曲、有攻角的平面叶栅. 叶型和流动参数取自文献 [13 ]. 计算中采

用了自适应技术. 图10给出了计算最后得到的网格分布图, 从图中可以看到, 计算在激波

区和尾迹区域得到了理想的加密, 很好地体现了自适应的优越性. 图11给出了计算得到的

叶片表面上等熵马赫数分布以及和实验结果的比较, 从中可以看出, 计算结果和实验符合

良好, 在头部的分辨率也很高; 计算准确分辨出了激波的位置及其强度.

图10 　V K I叶栅通道流动网格图
F ig. 10 　A dap ted grid fo r V K I cascade

图11　叶片表面等熵马赫数分布图
F ig. 11 　D istribu tion of iso trop ic m ach

num ber over the b lade surface

图12 　C3X 叶栅网格图
F ig. 12 　 Grid fo r C3X cascade

5. 5 C3X叶栅的流动与传热分析[14 ]

数值研究了C3X 叶栅在出口马赫数M ou t

= 0. 92进口雷诺数R e1= 0. 39×106工况下的流

动与传热. 计算域和网格图见图12. 采用的湍流

模式为Baldw in2L om ax 代数模式, 并经验考虑

自由湍流和转捩. 在图13中给出了计算得到的

壁面压力系数和实验的比较. 从中可以看到,计

算结果和实验符合良好. 在图14中给出计算得

到的壁面对流换热系数 h 和实验结果的比较 (h

= (k5T ö5n) (T 0- T w ) = (C p Λ P r- 1 5T ö5n)

(T 0- T w ) , 式中C p 为等压比热; 5T ö5n 为壁面
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图13 　叶片表面压力系数分布图
F ig. 13 　D istribu tion of p ressure coefficien t

over the b lade surface

图14　 叶片表面传热系数分布图
F ig. 14　D istribu tion of heat transfer

coefficien t over the b lade surface

上温度的法向导数; T 0, T w 分别为来流总温和壁面温度). 图中所表示的为归一化的对流

换热系数 höh 0 (h 0= 1 136W öm 2K, 为圆柱绕流时的壁面对流换热系数). 从中可以看到, 计

算结果和实验总体符合良好. 在头部, 对流换热系数出现局部极值, 计算结果能准确反映

头部的换热特性. 在吸力面, 首先是层流段, 对流换热系数迅速下降, 然后边界层发展到

一定程度后, 开始出现转捩, 对流换热系数迅速上升, 当湍流发展完全后, 对流换热系数

在后缘开始下降. 在压力面, 流动很快失去稳定, 没有明显的转捩, 但由于受顺压梯度的

影响, 湍流一直不能发展到完全, 对流换热系数小于吸力面. 我们注意到传热系数的计算

结果不如压力, 这主要是: (1) 传热系数的计算精度比压力低一阶; (2) 叶片传热是很复杂

的湍流问题, 迄今湍流模式还有待于成熟. 目前, 要准确预测跨音速湍流流动中的壁面换

热系数还十分困难, 应该说上述结果已经是相当令人满意的.

6　 结　 语
本文提出的非结构网格下求解 Eu ler和N 2S方程的新型迎风型格式, 对激波和接触间

断具有较高的分辨率和较小的计算量, 对强激波的捕捉也是有效的. 同时, 自适应方法的

实施大大体现了非结构网格的优越性. 六个典型算例表明了本方法达到了较高的数值精度

和获得了较高的激波分辨率.
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SOL UT ION OF N-S EQUAT IONS ON UNSTRUCTURED GR ID

Zeng Yangb ing 　 Shen M engyu 　W ang Baoguo 　L iu Q iu sheng
(T sing hua U niversity , B eij ing 100084, Ch ina)

Abstract 　 A new upw ind schem e is p resen ted fo r so lving the N 2S equat ion s on

un structu red grid. Spa t ia l d iscret ion is based on flux2sp lit t ing of Roe. It can cap tu re the

strong shock and discon t inu ity. So lu t ion s are advanced in t im e by R unge2Ku tta t im e2
stepp ing schem e and im p licit Gau ss2Seidel relaxa t ion p rocedu re. T he adap t ive techn iques

is g iven. T he num erica l experim en ts fo r flow in tunnel w ith step , reflect ion of shock on a

fla t and flow in cascades dem on stra te the flex ib ility of the p resen t m ethod.

Key words　N 2S equat ion s, un structu red grid, Roe flux sp lit t ing, NND schem e
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