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幂硬化可压缩材料É 型动态
裂纹尖端奇异场1)

朱先奎2)　 黄克智
(清华大学工程力学系, 北京 100084)

摘要　研究了平面应变条件下幂硬化可压缩材料中定常扩展的É 型动态裂纹尖端应力应

变奇异场. 采用 J 2流动理论和场量直角坐标分量, 得到了应力应变奇异性不同时的裂纹尖

端渐近场, 其中场量的角变化规律和理想弹塑性材料的完全相同.
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引 　 言

裂纹尖端弹塑性应力应变场的研究是断裂力学理论的重要课题. 由于幂硬化材料能够

反映实际工程材料的硬化行为, 因而在静止裂纹和准静态扩展裂纹尖端场的分析中得到了

较多的研究[ 1 ]. 但是, 对于幂硬化材料中的动态扩展裂纹目前研究得较少. 文 [2 ] 和 [3 ]

分别对平面应变幂硬化不可压缩材料中的É , Ê , Ë 型动态裂纹和平面应力幂硬化可压缩

材料中的É 型动态裂纹进行了渐近分析, 给出了相应的奇异场. 对于平面应变条件下幂硬

化可压缩材料中的É 型动态裂纹, 由于数学上甚为复杂, 至今还没有被研究或在公开刊物

上发表. 本文采用场量的直角坐标分量研究了这一问题.

1　基本方程

考虑平面应变条件下幂硬化可压缩材料中定常扩展的É 型动态裂纹. 固定在裂纹尖端

的直角坐标系 x 1, x 2和极坐标系 r, Η具有共同的坐标原点和与裂纹前沿平行的 x 3轴, 并同

时随裂纹以速度V 沿 x 1轴方向运动. 在小变形理论的框架下, 假设材料变形服从 J 2流动理

论. 令 ΡΑΒ为应力分量, ΜΑ为速度分量, 则运动方程为

ΡΑΒ, Β = ΘΜαΑ (1)

式中 Θ为质量密度, Α, Β= 1～ 2. 令 ΕΑΒ为应变分量, 则应变率分量可表示为

ΕαΑΒ =
1
2

(ΜΑ, Β + ΜΒ, Α) (2)

　　采用小变形 J 2流动理论时, 应力应变分量应满足如下 P randt l2R eu ss 弹塑性本构方程

Εαij =
1

2Λ Ραij -
Μ

1 + ΜΡαkk ∆ij + Κsij (3)
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式中 Λ, Μ分别为剪切模量和泊松比, ∆ij为克罗内克尔符号, sij为应力偏量, Κ为塑性流动因

子, i, j , k= 1～ 3. 在平面应变条件下, 本构方程 (3) 可改写为

Εαh =
Μγ

Λ Ραh +
2
3

Μγ2Κ(2Ρh - Ρp ) , Εαl =
1

2Λ Ραl + ΚΡl

Εα12 =
1

2Λ Ρα12 + ΚΡ12, Ραp =
4
3

(1 + Μ) ΛΚ(2Ρh - Ρp )
(4)

式中 　　Εh= (Ε11+ Ε22) ö2, Εl= (Ε11- Ε22) ö2, Ρh= (Ρ11+ Ρ22) ö2, Ρl= (Ρ11- Ρ22) ö2,

ΜγΡp = Ρ33- Μ (Ρ11+ Ρ22) , Μγ= 015- Μ.

对于幂硬化材料, 假设在单向拉伸时服从R am berg2O sgood 幂律应力应变关系

Ε= ΡöE (Ρ < Ρ0) , 　Ε= ΡöE + cΡn (Ρ Ε Ρ0) (5)

式中 E 为杨氏模量, Ρ0为初始屈服应力, c 为材料常数, n> 1为硬化指数.

根据塑性变形的正交法则, 利用 (5) 式可得幂硬化材料的塑性流动因子为

Κ=
3
2

nc (Ρe) n- 2 Ραe (6)

式中 Ρe 为等效应力, 在平面应变条件下可表示为

Ρe = 3 Ρ2
l + Ρ2

l2 + 1ö3Μγ2 (2Ρh - Ρp ) 2 1ö2 (7)

2　渐近分析与塑性区控制方程

假设动态裂纹尖端附近应力分量具有如下对数奇异性

ΡΑΒ(r, Η) = Ν∆6
∞

m = 0
Ρ(m )

ΑΒ (Η) Ν- m (8)

式中Ν= ln (R ör) , ∆为待定常数, R 是一具有裂尖主塑性区尺度量级的长度参数. 若只考虑

应力奇异主项, 将 (8) 代入运动方程 (1) 并利用定常扩展条件 (õ) = - V ( ) , 1, 则裂纹尖端附

近速度分量必须取如下渐近展式

v Α(r, Η) = Ν∆[A ΑΝ+ B Α(Η) ] + O (Ν∆) (9)

式中A 1> 0为未知常数, 对于É 型裂纹A 2≡0, B Α (Η) 为速度角函数. 将 (9) 式代入应变

速度关系 (3) 得应变率分量

Εα11 = - r- 1Ν∆[ (1 + ∆)A 1co s Η+ sin ΗB ′1 (Η) ] + O (r- 1Ν∆)

Εα22 = r- 1Ν∆co s ΗB ′2 (Η) + O (r- 1Ν∆)

Εα12 = -
1
2

r- 1Ν∆[ (1 + ∆)A 1 sin Η- co s ΗB ′1 (Η) + sin ΗB ′2 (Η) ] + O (r- 1Ν∆)

(10)

式中“′”表示 5
5Η, 该式表明应变分量 ΕΑΒ具有 Ν∆+ 1的对数奇异性.
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根据应力分量的渐近展式 (8) , 等效应力 Ρe 和塑性应力 Ρp 可设为

Ρe (r, Η) = Ν∆Ρ(0)
e (Η) + Ν∆- 1Ρ(1)

e (Η) + O (Ν∆- 1) 　　 (e, p ) (11)

将该等效应力展式代入 (6) 式得幂硬化材料塑性流动因子的渐近关系如下

Κ=
3
2r

ncV Ν(n- 1) ∆ (Ρ(0)
e ) n- 2 sin ΗΡ(0)′

e + Ν- 1 (sin ΗΡ(1)′
e + ∆co s ΗΡ(0)

e ) + ⋯ (12)

另外, 将 (8) , (10) 式代入本构方程 (3) 得 Κ～ r
- 1. 于是, 由方程 (12) 两边的主奇异性

协调得

Ρ(0)
e (Η) = 3K , 　　 ∆ =

1
n - 1

(13)

其中第一式就是幂硬化材料的塑性约束条件, K 为待定常数. 这时 (12) 式变为

Κ=
1

2K 2ncV ( 3 K ) n
sin ΗΡ(1)′

e (Η) + 3 K ∆co s Η
1
r

+ O
1
r

(14)

　　将 (8) , (11) , (13) 代入 (7) 式得主项渐近场应力分量角函数之间的关系式

(Ρ(0)
l (Η) ) 2 + (Ρ(0)

12 (Η) ) 2 +
1
3

Μγ2 (2Ρ(0)
h (Η) - Ρ(0)

p (Η) ) 2 = K 2 (15)

该式相当于理想弹塑性材料的M ises 屈服条件, 由此可以定义两个应力函数 Ω和 <, 使得

Ρ(0
l (Η) = - K co s <(Η) co s (Ω(Η) - 2Η)

Ρ(0)
12 (Η) = K co s <(Η) sin (Ω(Η) - 2Η)

Μγ(2Ρ(0)
h (Η) - Ρ(0)

p (Η) ) = 3 K sin <(Η)

(16)

　　将 (8) , (9) , (16) 式代入运动方程 (1) , (8) , (10) , (11) , (16) 式代入本构方程

(4) , 利用定常扩展条件可得下列幂硬化材料É 型动态裂纹尖端塑性区主项渐近场的控制

方程

(Ω′(Η) - 2) co s<∃ (Η, Ω, <) =
2
3

Aϖ1∃Ω(Η, Ω, <)

<′(Η) co s<∃ (Η, Ω, <) =
2
3

Aϖ1∃< (Η, Ω, <)

Κco s<∃ (Η, Ω, <) =
V
Λr

Aϖ1∃Κ(Η, Ω, <)

Ρλ′h (Η) =
1 + Μ

1 + Μ- 3 ΜγM 2
n

(Ω′- 2) co s <sin Ω+ <′sin<co s Ω-
3 Μγ

1 + ΜM 2
nco s <

Bϖ′1 (Η) = M - 2
n sin Η[ (Ω′- 2) co s <co s (Ω- Η) - <′sin<sin (Ω- Η) -

　　　　Ρλ′h sin Η- Aϖ1M 2co s Η]

Bϖ′2 (Η) = M - 2
n sin Η[ - (Ω′- 2) co s<sin (Ω- Η) - <′sin <co s (Ω- Η) + Ρλ′hco s Η]

(17)
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式中 Aϖ1 = ΛA 1 (1 + ∆) öKV , BϖΑ(Η) = ΛB Α(Η) öKV , Ρλh (Η) = Ρ(0)
h (Η) öK , M = V (ΘöΛ) 1ö2, M n

= M sin Η, 而且

∃ (Η, Ω, <) = co s2Ω22M 2
n (1 - Μ- ΜγM 2

n) -

4

3
Μγ(12M 2

n) co s Ωtan< +
1
3

(1 - M 2
n) (5 - 4Μ- 6ΜγM 2

n) tan2<

∃Ω(Η, Ω, <) = - 2 (1 + Μ) tan2<co t Ηsin Ω- 3 ΜγM 2 tan<[co s 2Η+

co s Ωco s (Ω22Η) ] +
3
2

M 2 (1 - 2ΜγM 2
n) co s (Ω- 2Η) +

1
2

M 2 (5 - 4Μ- 6 ΜγM 2
n) tan2<co s (Ω- 2Η)

∃< (Η, Ω, <) = - 2 (1 + Μ) tan<co tΗco s Ω+ 3 ΜγM 2 sin Ωco s (Ω- 2Η) -

1
2

M 2 (5 - 6 ΜγM 2
n) tan<sin (Ω- 2Η)

∃Κ(Η, Ω, <) = co s Ηco s Ω-
2

3
Μγ(1 - M 2

n) co s Ηtan< +

M 2 (1 - Μ- ΜγM 2
n) sin Ηsin (Ω- 2Η)

(18)

比较 (14) 和 (17) 3, 由边界条件 Ω (0) = < (0) = 0, 令 Η= 0得常数 A 1 = 3 ö2

( 3K ) n
cV .

3　可能的弹性卸载条件

如果在可能的弹性卸载边界 Η= Η3 上场量全连续, 则弹性卸载区内应力和速度的渐近

展式仍可取为 (8) 和 (9) 式. 在弹性区内塑性流动因子Κ= 0, 类似上节分析得弹性卸载区应

力主项场的微分方程如下

Ρ(0)′
h (Η) = -

Aϖ1K co t Η
1 - Μ- ΜγM 2 sin2Η

Ρ(0)′
l (Η) = -

Aϖ1K co s 2Ηco t Η
(1 - M 2 sin2Η) (1 - Μ- ΜγM 2 sin2Η)

Ρ(0)′
12 (Η) = -

Aϖ1K [2co s2Η- M 2 (1 - Μ- ΜγM 2 sin2Η) ]
(1 - M 2 sin2Η) (1 - Μ- ΜγM 2 sin2Η)

Ρ(0)′
p (Η) = 0

(19)

　　在弹性卸载边界上, 卸载条件要求等效应力率 Ραe (Η3 ) Φ 0. 根据卸载边界上应力连续

条件, 由 (7) , (16) 和 (19) 得可能的弹性卸载条件为

co s Η3 co s Ω(Η3 ) -
2

3
Μ(1 - M 2 sin2Η3 ) co s Η3 tan <(Η3 ) +

M 2 (1 - Μ- ΜγM 2 sin2Η3 ) sin Η3 sin (Ω(Η3 ) - 2Η3 ) Φ 0

(20)

4　 动态解与结论

经比较, 上面导出的幂硬化可压缩材料中É 型动态裂纹尖端主项场控制方程组 (17) 与

可能的弹性卸载条件 (20) 和理想弹塑性可压缩材料尖端场相应的控制方程与卸载条件
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(见文献 [4, 5 ]) 完全相同, 而且边界条件也相同, 因此两种可压缩材料尖端场角变量的分

布规律完全相似. 当幂硬化可压缩材料趋向不可压缩时, 该结论不变, 且和文 [2 ] 一致.

关于理想弹塑性可压缩和不可压缩材料尖端场的动态解. 文 [4 ] 和 [6 ] 已分别进行

了求解, 所给解曲线都含有“包络线”. 然而, 本文作者最近得到的动态解[ 5, 7 ]不含“包络

线”, 但含有一结点型奇点 P (证明参见文献 [7, 8 ]) , 无弹性卸载, 应力应变间断, 而间断

解只能给出变化范围. 但微分方程的特性[ 8 ]决定了不同间断点的积分曲线都汇合于奇点 P ,

并且差别不大. 如果给定间断条件, 可以得到唯一解. 如假定只有沿间断面径向正应力可

以间断, 对于给定的 Aϖ1, M 和 Μ, 可以得到应力函数 Ω和 <的积分曲线, 如图1所示. 由应

力函数的解曲线可进一步求得应力应变场的角分布规律, 具体参见文 [5, 7 ].

图1　 应力函数的积分曲线 (Aϖ1= 0115, Μ= 013)

F ig. 1 　 T he in tegral curves of stress functions

通过以上分析, 可以得出以下结论:

1) 本文构造的动态裂纹尖端应力应变场具有如下对数奇异性

ΡΑΒ～ ln
R
r

1
n- 1

, 　ΕΑΒ～ ln
R
r

n
n- 1

　　2)幂硬化可压缩材料É 型动态裂纹尖端主项场的结构和理想弹塑性材料的结构完全相

似, 即角函数的分布规律一致, 裂纹尖端全部由塑性区包围着, 无弹性卸载, 存在强间断.
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NEAR-T IP SINGULAR F IELD S FOR MOD E- I CRACK

DY NAM ICALLY PROPAGAT ING IN A POW ER-LAW

COM PRESSIBL E M ATER IAL

Zhu X ianku i 　 Hw ang Kehch ih
(D ep artm en t of E ng ineering M echan ics, T sing hua U niversity , B eij ing 100084, Ch ina)

Abstract　N ear2t ip singu lar st ress and stra in fields of a m ode2I crack dynam ica lly p ropa2
gat ing in a pow er2law com p ressib le m ateria l under p lane stra in s are con sidered. W ith J 2

f low theo ry and the rectangu lar com ponen ts, th is paper ob ta in s the near2t ip asym p to t ic

fields in w h ich the singu larit ies of st ress and stra in are d ifferen t and the angu lar varia t ion s

of field quan t it ies are the sam e as tho se in elast ic2perfect ly p last ic m ateria ls.

Key words　pow er2law com p ressib le m ateria l, p lane stra in, m ode2I crack, dynam ic p ropa2
gat ion, singu lar f ield
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