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摘要　将基于应变软化玻璃状高分子材料微观特征建立的BPA 82链分子网络模型引入

U pdating L agrange 有限元方法, 建立了适于变形局部化分析的大变形弹塑性有限元驱动

应力法1在此基础上, 数值模拟了初始各向同性高分子材料平面应变拉伸变形局部化的传

播过程1探讨了BPA 模型对具有加工硬化特性的结晶性高分子材料变形分析的适应性;

分析了局部化传播过程中颈缩截面的非均匀应力三轴效应; 最后, 讨论了网格尺寸以及初

始几何不均匀性对颈缩扩散以及应力三轴效应的影响1

关键词　BPA 模型, 有限元方法, 高分子材料, 平面应变拉伸

引　 言

近年来, 随着高分子材料科学的高速发展, 象氯化聚乙烯一类高分子材料已在日常生

活用品和工业用品制造业得到广泛的应用1就其制造过程而言, 高分子材料大多需要经历拉

伸、挤压和压延等各种各样的加工成形过程1然而, 在大塑性变形情况下, 高分子材料的变

形规律和力学特性还很不明确1
关于高分子材料变形局部化传播现象的研究, 起始于H u tch in son 和N eale [ 1 ]在非线性

弹性体和流动理论假设下对非弹性轴对称圆棒的理论解析1此后, 有 Fagar 和Bassan i 基于

准静态平面应变假定[ 2 ]以及 T ugcu 和N eale 考虑应变率相关特性[ 3 ]的数值解析; Tom ita 和

H ayash i[ 4 ]等则进行了速度场和温度场的耦合分析, 讨论了应变率和热扩散对变形行为的影

响1
非晶 Po lym er 材料的变形, 在微观上是由于分子链节的旋转和取向的变化造成的1在强

烈的取向状态下, 比分子间抗力更强的分子内部的结合力的影响将导致材料强度的增加1因
此, 为了正确地预示 Po lym er 材料的变形行为, 有必要建立能够表现这些微观特性的本构

模型1
分子网络理论是以表现橡胶类材料的变形行为为目的发展起来的1到目前为止, 有关文

献已提出了所谓的42链模型[ 5 ]和32链模型[ 6 ]1 最近,Boyce 和 P rake, A rgon 等人进一步完善

了32链模型[ 7 ]; 在此基础上, Boyce 等人又提出了以六面体各顶点与中点相连接的所谓82链
模型[ 8 ]1 该模型已被文献 [8, 9 ] 证实与 PC 和 PMM A 类高分子材料单轴压缩及平面应变

压缩的实验结果有很好的一致性1
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本文将Boyce 等人提出的描述应变软化非晶高分子材料微观变形行为的82链本构模型

通过等效驱动应力法引入持续平衡方程, 旨在建立宏观的虚功率增率型U pdat ing L agrange

有限元公式; 在此基础上, 数值模拟初始各向同性非晶高分子材料平面应变拉伸颈缩与变

形局部化扩展全过程1着重研究了微观参量、网格尺寸与初始几何非均匀性对颈缩率、横断

面应力三轴效应等材料宏观变形行为的影响1

1　 基于分子网络理论的本构方程

111 BPA 模型

　　与塑性流动对应的分子间的抗力通常可以认为是邻接分子链之间的作用力1A rgon 认

为: 当图1所示的具有双扭结 (K ink) 的分子链受到剪切应力 Σ作用时将产生相应的剪切应

变率 Χαp (或称八面体塑性变形率) , 并给出如下关系式

Χαp = Χα0exp -
A S

�

T
1 -

Σ
S�

5ö6

(111)

图1　分子间抗力的双扭结模型
F ig11　 Kink model of in termo lecu lar resistance

式中, A 为微观材料参数, T 为绝对温度, Χα0为常变形率因子1为了描述材料的应变软化和

压力效应, S� 表成下式

S
� = S + Αp (112)

式中, p 为静水压力, Α为压力相关系数, S 为绝热剪切强度1令上式中 S 的初始值 S 0=

01077Gö(1- Λ) (G 为宏观剪切模量, Λ为泊松比) , 并假定 S 随塑性变形而演化, 其演化

方程由下式给出

Sα= h 1 -
S

S S S (T , Χαp ) Χαp (113)

其中, h 为与塑性应变对应的阻抗下降率, S S S (< S 0) 为 S 达到稳定状态的值1然而, 实际

上 Po lym er 材料的变形特性是多种多样的1为了描述更广泛的高分子材料的变形特性, 这里

将 (113) 式的功能拓展到能表现材料的加工硬化特性, 即从形式上允许 (113) 式中的 S S S

> S 0 (图2) 1 现在, 将与分子取向对应的抗力作为背应力张量来考虑, 引入BPA 的82链分

子网络模型 (图3) 1 此时, 背应力张量由塑性拉伸演化而来的所谓橡胶弹性应力来描述[ 8 ] ,

其主分量B i 由下式表示

B i = CR N
3

V p2

i - Κch2

Κch Ω- 1 Κch

N
(114)

Κch2

=
1
3

(V p2

1 + V p2

2 + V p2

3 ) (115)
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图2　 应变硬化与软化 Po lym er 材料的真应力2应变关系

F ig12　 T rue stress2natural strain relat ions w ithöw ithout

wo rk harden ing and soften ing po lym ers

图3 　 82链分子网络模型

F ig13 　E igh t2chain mo lecu lar

netwo rk model

式中, CR = nkT , n 为单位体积内包含的分子链数,N 为每个分子链的链节数, k 为

Bo ltzm ann 常数, N 表示分子链的极限延伸比; V p
i 为主塑性拉伸, Ω- 1 Κch

N
= Β为由下

式表示的L angevin 函数的逆函数

Ω(Β) = co th Β -
1
Β =

Κch

N
(116)

塑性拉伸则依据塑性变形梯度 F
p
ij的极分解

F p
ij = R p

ik U p
k j = V p

ik R p
k j (117)

按照与塑性左拉伸V p
ij 共轴来计算 1从V p

ij 中求出主轴和主分量V p
i 再由式 (214) 计算B i1 背

应力张量 B ij 则由 B i 构成的对角分量从 V p
ij 的主方向旋转任意角度得到 1

112 有限应变公式

为了确定有限应变表达式, Boyce 等人采用L ee [ 10 ]提出的如下变形梯度

F ij =
5x i

5X j
(118)

式中, X i 为物体参考位置, x i 为当前位置1Po lym er 材料的参考位置为分子链随机取向的各

向同性状态1变形梯度 F ij由弹性部分 F
e
ij和塑性部分 F

p
ij表示成下式

F ij = F e
ik F p

k j (119)

于是, F p
ij 表示完全卸载状态的应力释放位置, 在物理上, 表明材料内部存在着永久的分子取

向度 1 另外, F ij 还可以采用弹性拉伸、旋转和塑性拉伸表示成下式

F ij = V e
ik R km U p

m j (1110)

　　将R ij分解成弹性和塑性两部分

R ij = R e
ik R p

k j (1111)
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按照极分解定理, 有

F e
ij = V e

ik R e
k j = R e

ik U e
k j (1112)

F p
ij = R p

ik U p
k j = V p

ik R p
k j (1113)

实际上, 旋转张量并不能表示成弹性和塑性两部分, 但在这里不妨选择

R e
ij = I ij , 　　 R ij = R p

ij (1114)

于是有

F p
ij = V p

ik R k j = R ikU
p
k j (1115)

上式表示 F
p
ij为由未经旋转便弹性卸载到某种应力自由状态而得到的应力释放位置的变形

梯度1于是可以得到

F eT
ij = F e

ij (1116)

背应力B ij 在旋转后的位置计算, 这正是前面选取 R ij = R p
ij 的原由 1

为将上述有限应变公式引入有限元模型, 考虑如下速度梯度 l ij

l ij =
5v i

5x j
= d ij + Ξij = Fα

ik F - 1
k j = Fαe

ik F e - 1
k j + F e

ik Fαp
km F p - 1

m n F e - 1
nj (1117)

式中, v i 为变形速率, d ij为由 v i 表示的 l ij的对称部分, Ξij为用旋转张量表示的 l ij的反对称

部分1另外, d ij和 Ξij分别由弹性和塑性之和表示为

d ij = d e
ij + d p

ij , 　Ξij = Ξe
ij + Ξp

ij (1118)

d e
ij + Ξe

ij = Fαe
ikF

e - 1
k j , 　　d p

ij + Ξp
ij = F e

ikF
αp

km F p - 1
m n F e - 1

nj (1119)

应力释放 (卸载) 位置的速度梯度由下式给出

lp
ij = Fαp

ikF
p - 1
k j = d

�p
ij + Ξp

ij (1120)

塑性变形率 d
δp

ij 在加载或卸载状态下都可以由流动法则一般性地表成下式

dδp
ij = Χαp + ij (1121)

式中, Χαp 为由式 (111) 表示的等效剪切应变率, + ij为方向张量1由于背应力B ij有阻碍塑性

流动的作用, 所以, 实际的驱动应力 (d riving stress) Ρ3
ij 可由Cauchy 应力 Ρij表成下式

Ρ3
ij = Ρij -

1
def (F e

ij )
F e

ik B k l F - 1
l j (1122)

于是, 塑性变形率 d
δp

ij由下式求出

d
δp

ij = Χαp Ρ3 ′
ij

2Σ
(1123)

式中 Ρ3 ′
ij 为驱动应力 Ρ3

ij 的偏量, 而剪应力 Σ由下式表示

Σ=
1
2

Ρ3 ′
ij Ρ3 ′

ij

1ö2

(1124)
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　 　严格地讲, 塑性变形率在加载条件下为 d p
ij = sym [F e

ik lp
km F e - 1

m j ]; 卸载条件下应为 d
�p

ij

= sym [ lp
ij ]1 两者的差别仅在于弹性拉伸 F e

ij 1 由于 F e
ij 分量的大小表征弹性应变的程度, 所

以, 在本文中视弹性应变为微小值并忽略 F e
ij , 于是有

d�p
ij = d p

ij = dδp
ij (1125)

Ξp
ij = Ξij (1126)

F p
ij = F ij (1127)

最后, 驱动应力 Ρ3
ij 可以表示成

Ρ3
ij = Ρij - B ij (1128)

2　 弹塑性本构方程与 Upda ting Lagrange 驱动应力法有限元公式

仍将全应变率 Εαij表示成弹性和塑性两部分之和

Εαij = Εαeij + Εαpij (211)

弹性部分仍假定服从Hooke 定律, 即

Εαeij = C e
ij k l Ραk l (212)

式中, Ραij为Cauchy 应力速率, C
e
ij k l为弹性柔度张量1塑性应变率 Εαpij可以由 (1123) 式表示1

将 (212) 式代入 (211) 式, 并做逆变换, 得如下应力速率与应变速率关系

Ραij = L e
ij k lΕαk l - Dαp

ij (213)

式中,L e
ij k l 为 C e

ij k l 之逆, 而

Dαp
ij = L e

ijk lΧαp Ρ3 ′
k l ö( 2Σ) (214)

在大变形情况下, 应将应力速率 Ραij和应变速率 Εαij分别由 K irchhoff 应力的 Jaum ann 速率 S
¨

ij

以及变形率张量 d ij替换, 并表示成如下本构方程

S
¨

ij = L e
ijk l d k l - Dαp

k l (215)

　　考虑由虚功原理演化而来的当前时刻的持续平衡方程

∫V
tαj i∆v i, jdV =∫S t

Pα
i∆v idS (216)

式中, tαij为第一类 K irchhoff 应力率, 利用 tαij与 S
¨

ij的关系, 可推出下式

tαij = (L e
ijk l - M ij k l) Εαk l - Dαp

ij + Ρm iv j ,m (217)

式中

M ij k l =
1
2

(∆ik Ρj l + ∆il Ρj k + ∆jk Ρil + ∆j l Ρik ) (218)
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将 (217) 式代入 (216) 式, 并写成矩阵形式, 有

∫V
{∆{d }T ( [L e ]2[M ]) {d } + ∆{ l}T [Q ]{ l}dV =

　∫S t

∆{v }T {Pα}dS +∫V
∆{d }T {Dαp }dV

(219)

上式中的[L e ], [M ], [Q ] 和{ Dα}p 分别为与L e
ij k l, M ijk l, Ρm j 和Dαp

ij 对应的矩阵 1
取任意单元内的变形速率{v }, 并由该单元的节点速度{vN } 与形状函数[5 ] 等参数插

值, 单元内的应变率{d } 和速度梯度{ l} 表示为

{d } = [ H ]{vN } , 　{ l} = [E ]{vN } (2110)

由 ∆ {v
N } 的任意性, 得到该单元的满足持续平衡的弹塑性驱动应力法有限元方程

[K ]{vN } = {fαt} + {fαp } (2111)

式中

[K ] =∫V
{[H ]T ( [L e ]2[M ]) [H ] + [E ]T [Q ] [E ]}dV (2112)

{fαt} =∫S t

[5 ]T {Pα}dS (2113)

{fαp } =∫V
[H ]T {Dα

p } dV (2114)

3　平面应变拉伸变形局部化的数值模拟

311 一般性描述与基本解析条件

　　取初始长度为2L 0、宽度为2D 0的平面应变厚块, 在等温及端面剪切自由条件下, 以速

度 uα单向拉伸1定义拉伸力 F 与初始宽度之比为名义应力 Ρn (= F ö2D 0) 1取试件中部初始

几何不均匀性为

D c = D 0 (1 - ∃)　 (ûy û Φ L _ 0ö310) (311)

式中, ∃ 为不均匀量参数1依据文献 [7, 8 ], 为模拟材料的应变硬化, 取材料微观参数如下

S 0 = 9713 M Pa , 　 T = 296 K , 　 E öS 0 = 2316 , 　 höS 0 = 1514 , 　 A S 0öT = 6517 ,

CR öS 0 = 01028 8 , 　 Λ = 013 , 　 N = 410 , 　Χα0 = 210 × 1015 s- 1, 　 S S S öS 0 = 112 , 　Α= 010

并设定如下模拟条件参数: D 0öL 0 = 012 , uαöL 0 = 110 × 10- 5 s- 1, ∃ = 010051考虑变形的

对称性, 取整个试件的1ö4并划分成500个交叉三角形单元 (cro ssed triangles) , 每四个三角

元最终凝聚成一个四边形单元 1 时间增量 ∃ t 取为 ∃uöL 0 = uαöL 0 õ ∃ t = 0125 × 10- 31
此外, 考虑到颈缩部位的应力三轴效应, 定义应力影响因子 F T 为

F T =
Ρλ
～

Ρy y

(312)
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式中, Ρλ
～

öΡy y为 z = 0横断面上平均等效 K irchhoff 应力与拉伸方向的平均应力之比1易知:

在均匀平面应变拉伸情况下, 对于M ises 屈服准则, 有 F T = 0191
图4 (a) , (b) 和 (c) 分别绘出整个拉伸颈缩传播过程中的阶段构形图以及与之相应的

无量纲名义应力 ΡnöS 0, 断面收缩率 Β = 1-
D
D 0

及应力影响因子 F T 与延伸率 uöL 0的关系

曲线1从图4 (a) 和 (b) 可以看出: 随着变形的发展, 名义应力明显增加, 达到最大值 a 点,

即所谓满足Con sidere 条件的颈缩起始点1然后, 试件从具有初始不均匀的中间部位开始颈

缩, 使得名义应力迅速下降并达到B 点1此后, 与颈缩沿试件方向的传播相对应, 名义应力

开始缓慢增加, 最终达到某个稳定值1图4 (c) 则形象地描述了横断面的非均匀应力分布状

况1颈缩前的变形近似为均匀拉伸变形, 因此, F T = 0191 颈缩开始后, F T 也随着 Ρn 而迅速

下降; 但在 Ρn 缓慢增加的 b2c 段, F T 则迅速增加, 这恰恰是颈缩传播

图4 (b) 　无量纲名义应力2延伸率曲线
F ig14 (b) N om inal stress2stretch curve

图4 (c) 　 断面收缩率及三轴应力影响因子2延伸率曲线
F ig14 (c) N eck ratio of transverse section2stretch curve

and triax iality facto r2stretch curve
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过程中颈缩区内横向拉压应力的迅速转换以及剪切应力的迅速增加造成的1在后继的变形

过程中, F T 也几乎保持常值, 但平均等效应力Ρλ
～

反而比平均拉伸应力 Ρy y略大1上述模拟结果

与N eale 基于宏观机动硬化屈服准则和M ises 流动本构模型的计算结果[ 11 ]有很好的一致性

1
312 微观参数 S S S 对颈缩过程的影响

本节考察BPA 模型中的微观参数S S S 的变化对玻璃状软化材料和具有加工硬化特性的

结晶性高分子材料拉伸变形过程模拟的适应性, 以及对断面颈缩率和应力三轴效应的影响

1
图5 (a) , (b) 和 (c) 分别绘出 S S S öS 0从019到115变化时, ΡnöS 0, Β, F T 随延伸率 uöL 0

的变化曲线1从图5 (a) 看出: 塑性变形约在 ΡnöS 0达到018时开始发生1当S S S öS 0< 110时, Ρnö

S 02uöL 0曲线表现出明显的应变软化特征, 这正是BPA 模型应该表现出的宏观变形效应1
而当S S S öS 0Ε 110时, 模拟拉伸变形曲线则与N eale 等人研究的具有加工硬化特征的结晶性

高分子材料的宏观拉伸变形曲线相一致1由此可见, 微观参数 S S S 对材料宏观变形行为的影

响是十分明显的, 可以通过调整微观参数 S S S 有效地模拟多种高分子材料的宏观变形行为1

图5 (b) 　S S S öS 0对颈缩率 Β的影响

F ig15 (b) Influence of S S S öS 0 on neck ratio Β

图5 (c) 　S S S öS 0对 F T 的影响

F ig15 (c) Influence of S S S öS 0 on triax iality facto r F T
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　　图5 (b) 和 (c) 则表明: 与加工硬化结晶性高分子材料相比, 玻璃状应变软化材料表

现出更迅速的颈缩过程, 因而应力三轴效应也更加明显1
313 网格尺寸与初始几何非均匀性的影响

一般而论, 基于有限元法得到的结果应与几何不均匀性、单元形状以及网格尺寸有

关[ 12 ]1 对于具有高延伸率的 Po lym er 材料的数值模拟, 常常需要花费高昂的计算代价1分析

上述因素的影响程度是必要的1
将上节的试件利用对称性取1ö4部分, 令 S S S öS 0= 112并在宽高比不变情况下, 分别取

5×25, 4×20和3×15网格计算, 得到的 ΡnöS 02uöL 0, Β2uöL 0和 F T 2uöL 0曲线绘于图6 (a) 和

(b) 中1可以看出: 当网格密度达到4×20以上时, 网格效应对变形曲线的影响已不明显1

图6 (a) 网格尺寸对名义应力的影响

F ig16 (a) Influence of m esh size on nom inal stress

图6 (b) 网格尺寸对 F T 和 Β值的影响

F ig16 (b) Influence of m esh size on F T and Β

取4×20网格, 图7 (a) 和 (b) 分别绘出初始几何不均匀性参数 ∃ 为01001, 01005, 0101

和01025时的 ΡnöS 02uöL 0, Β2uöL 0和 F T 2uöL 0曲线1易知: 无论 ∃ 取何值, ΡnöS 0都几乎同时达

到最大值; 但是, 初始不均匀性愈明显, 卸载和颈缩传播过程也愈迅速1

图7 (a) ∃ 值对名义应力 ΡnöS 0的影响
F ig17 (a) Influence of geom etrical inhomogeneity

param eter ∃ on nom inal stress ΡnöS 0

图7 (b) ∃ 值对 F T 和 Β值的影响
F ig17 (b) Influence of geom etrical inhomogeneity

param eter ∃ on F T and Β
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　　图8 (a) 和 (b) 则绘出取 ∃= 01005, 并通过改变不均匀性高度的起始位置得到的 Ρnö

S 02uαöL 0, Β2uöL 0和 F T 2uöL 0曲线1可以看出: 由于高分子材料的高延伸率和变形局部化的

传播特性, 变形过程对几何不均匀的高度位置是不敏感的1

图8 (a) 　 不均匀性高度ûy û对 ΡnöS 0的影响

F ig18 (a) Influence of inhomogeneity location

param eter ûy û on nom inal stress ΡnöS 0

图8 (b) 　 不均匀性高度ûy û对 F T 和 Β值的影响

F ig18 (b) Influence of inhomogeneity location

param eter ûy û on F T and Β

4 结 　论

本文将微观BPA 分子网络模型与宏观本构理论及大变形有限元方法相结合, 建立了基

于持续平衡方程的驱动应力法弹塑性有限元公式1通过对初始各向同性 Po lym er 材料平面

应变拉伸变形局部化传播过程的数值模拟, 得出如下结论:

1) 调整微观参量S S S , 可使BPA 模型即能适应于模拟应变软化玻璃状高分子材料的拉

伸变形行为, 又能很好地模拟具有应变硬化及随动强化特性的结晶性高分子材料的拉伸变

形特征1
2) 微观参量 S S S 和初始试件表面的几何不均匀性对横断面的颈缩率及应力三轴效应均

有明显影响1一般而论, 材料愈“软”, 颈缩过程愈迅速, 应力三轴效应也愈明显1
3) 试件表面不均匀量的高度位置, 以及当网格达到一定密度后的网格尺寸效应对变形

行为是不敏感的1从而, 在考虑计算代价情况下, 可以用尽可能少的单元数量, 获得有效的

模拟结果1
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D EFORM AT ION LOCAL IZAT ION FOR PLANE

STRA IN TENSION OF POLYM ERS

H u P ing
(D ep artm en t of A pp lied M echan ics, J ilin U niversity of T echnology , Chang chun 130025, Ch ina)

Yo sh ih iro Tom ita
(F acu lty of E ng ineering , K obe U niversity , N ad a, K obe 657, J ap an)

Abstract　A k ind of BPA eigh t2cha in m o lecu lar cha in netw o rk m odel based on stra in soft2
t ing g lassy po lym ers is in troduced in to the U pdat ing L agrange fin ite elem en t fo rm u la t ion1
A driving stress fin ite elem en t m ethod of elast ic2p last ic la rge defo rm at ion su itab le fo r the

defo rm at ion loca liza t ion analysis is p ropo sed1 U sing th is m ethod, the p last ic f low loca liz2
ing p ropagat ion fo r the p lane stra in ten sion of in it ia l iso trop ic po lym ers is num erica lly sim 2
u la ted1A dap ta t ion of the BPA m odel to crysta l po lym ers show ing w o rk2harden ing charac2
ters is ana lyzed; A nd then, non2un ifo rm stress t riax ia lity effect of neck ing tran sverse sec2
t ion du ring the loca lized p ropagat ion is stud ied1 F ina lly, influences of m esh sizes and in i2
t ia l geom etrica l im perfect ion on neck2sp read ing and triax ia lity facto r are a lso d iscu ssed1

Key words　BPA eigh t2cha in m o lecu lar netw o rk m odel, d riving stress fin ite elem en t

m ethod, po lym ers, f lane stra in ten sion

475 力　　　学　　　学　　　报　　　　　　1996 年 第 28 卷

© 1994-2006 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net


