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弹性常曲率扁壳通解的完备性和不唯一性1)

王　炜
(北京大学力学与工程科学系, 北京 100871)

摘要　导出了弹性常曲率扁壳的一种新的通解, 证明了它的完备性和不唯一性, 著名的符

拉索夫 (V lasov) 解是它的特殊情形之一 1论证了符拉索夫解不适用于球形扁壳, 并给出

了球形扁壳的新的通解 1
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引 　 言

扁壳是工程中常用的结构, 弹性扁壳是壳体理论研究的重要课题之一 1符拉索夫[ 1 ]给

出了扁壳问题的一个通解 1著作 [1 ] 的译者薛振东、朱世靖指出符拉索夫的解对于球形扁

壳似不适用 (见文献 [1 ] P1415脚注) , 顾绍德[ 2 ]指出对球形扁壳符拉索夫解差一调和函数,

胡海昌[ 3 ]对符拉索夫解的完备性作了进一步的研究, 王林生[ 4 ]证明了符拉索夫解对非球形

扁壳的完备性 1
文献 [5～ 7 ] 研究了弹性力学的通解, 把上述文章中的方法应用于常曲率弹性扁壳, 构

造出弹性扁壳的一种新的通解, 因而也就证明了它的完备性, 接着指出了这种通解的不唯

一性, 并给出了这种不唯一性的程度, 利用这种任意度导出了两种特殊的完备的通解, 其

中之一为符拉索夫解 1文中亦指出这两种通解不适用于球形扁壳, 并给出了球形扁壳问题

的通解 1

1　基本方程

对常曲率扁壳, 混合法基本方程为[ 1, 3 ]

D ¨ 4w + ¨ 2
k Υ= P z

¨ 4Υ- E h¨ 2
kw = 0

(1)

其中¨ 2
k = k y

52

5x 2- 2k x y
52

5x 5y
+ k x

52

5y 2 , ¨ 2=
52

5x 2 +
52

5y 2 , w 为壳体挠度, Υ为应力函数, D 为弯

曲刚度, E 为弹性模量, h 为壳厚, P z 为法向荷载, k x , k y 分别为 x , y 方向的曲率, k x y为

扭率 1



现考虑公式 (1) 的齐次方程

D ¨ 4w + ¨ 2
k Υ= 0

- E h¨ 2
kw + ¨ 4Υ= 0

(2)

公式 (1) 的一般解由式 (2) 的通解叠加其特解构成 1
设

P =
D ¨ 4 ¨ 2

k

- E h¨ 2
k ¨ 4

, 　w =
w

Υ
(3)

其中P的 2×2的微分算子矩阵 1于是式 (2) 写为

P w = 0 (4)

　　为给出方程 (4) 的通解, 引进矩阵P的“伴随矩阵”

Q =
¨ 4 - ¨ 2

k

E h¨ 2
k D ¨ 4

(5)

则有

P Q = Q P = L I (6)

式中I为 2×2单位矩阵, 而

L = D ¨ 8 + E h¨ 4
k (7)

2　通解及其完备性

下述定理给出了方程 (4) 的通解 1
定理 1　 设F = (F 1, F 2) T 满足条件

L F = 0 (8)

其中 T 表示转置, 则

w = Q F (9)

是扁壳方程 (4) 的解 1
证明 　 将式 (9) 代入式 (4) , 利用式 (6) 和式 (8) , 有

P w = P Q F = L F = 0　　 (证毕) (10)

　　 定理 2　 若w 是式 (4) 的一个解, 则存在满足方程 (8) 的F , 使w 可表为 (9) 的形式

1
证明　 算子L 是椭圆型的, 则方程

L G = w (11)
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有解G (见文献 [8 ] P143定理 217) , 记G= L - 1
w , 那么

F = P G (12)

即合所求 1
事实上, 从式 (12) , (11) 和 (4) , 有

L F = L P G = P w = 0 (13)

另外, 应用式 (12) , (6) 和 (11) , 可得

Q F = Q P G = L G = w 　　 (证毕) (14)

　　定理 1和定理 2表明: 扁壳方程 (2) 具有如下形式的完备的通解

w = ¨ 4F 1 - ¨ 2
k F 2

Υ= E h¨ 2
k F 1 + D ¨ 4F 2

(15)

其中

L F i = 0 ,　　i = 1, 2 (16)

3　通解的不唯一性与符拉索夫解的完备性

通解 (9) , (8) 或 (15) , (16) 中的势函数F不唯一, 对此有下述两个定理成立 1
定理 3 　 若式 (4) 的解w 已表为 (9) , (8) 的形式, 那么将F改成

F
δ = F + P H (17)

其中

L H = 0 ,　　 H = (H 1, H 2) T (18)

则 (9) , (8) 亦成立 1
证明 　 从方程 (17) , (18) , (8) , (9) , (6) 有

L Fδ = L F + L P H = 0 (19)

ΗFδ = Q F + Q P H = w + L H = w (20)

于是 F
δ也满足 (9) , (8) , 定理得证 1
定理 4　 若式 (4) 的解w 有两种 (9) , (8) 的表达形式

w = Q F = Q F 1

L F = L F 1 = 0
(21)

则存在H , 满足L H = 0, 并且

F 1 - F = P H (22)
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　　 证明 　 从 (21) 可得

Q (F 1 - F ) = 0 (23)

　　设

G = L - 1 (F 1 - F ) (24)

则

H = Q G (25)

即合所求 1因为从 (25) , (6) , (24) , (23) 可得

L H = L Q G = Q (F 1 - F ) = 0

P H = P Q G = L G = F 1 - F
　 (证毕) (26)

　　定理 3表明通解 (9) , (8) 是不唯一的, 定理 4说明了这种不唯一的程度 1
现在利用这种任意的程度来证明下述定理 1
定理 5　 (符拉索夫解的完备性) 如果条件

k x = k y , 　　 k x y = 0 (27)

不同时成立, 那么解 (15) , (16) 中的 F 1 和 F 2 中的一个可以略去, 而不失一般性 1
证明　 按定理 3, 可将式 (15) , (16) 中的 F 1 和 F 2 换成

Fδ1 = F 1 + D ¨ 4H 1 + ¨ 2
kH 2

Fδ2 = F 2 - E h¨ 2
kH 1 + ¨ 4H 2

L H i = 0 , i = 1, 2

(28)

先证明存在H 1 和H 2, 使 F
δ

2= 01
在式 (28) 中, 令H 1= 0, 于是要求下面的式子成立

¨ 4H 2 = - F 2

D ¨ 8H 2 + E h¨ 4
kH 2 = 0

(29)

为此, 令

H 2 = - F (F (F 2) ) + A (30)

式中F 为对数位势

F (F 2) = -
1

2Π∫∫F 2 (Ν, Γ) ln
1
Θ dΝdΓ

Θ= [ (x - Ν) 2 + (y - Γ) 2 ]1ö2

(31)

即有

¨ 2F (F 2) = F 2 (32)
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而

¨ 4A = 0 (33)

　　将式 (30) 代入 (29) 的第二式, 得

E h¨ 4
kA = B (34)

式中

B = D ¨ 4F 2 + E h¨ 4
kF F (F 2) (35)

从式 (16) 知

¨ 4B = 0 (36)

　　因此求解问题式 (29) 归结为下述问题

E h¨ 4
kA = B

¨ 4A = 0
(37)

其中B 满足式 (36) 1
从附录的引理 4知, 如果条件 (27) 不同时成立, 式 (37) 有解, 从而问题 (29) 的

解H 2 存在 1故 F
δ

2 可省略 1不妨仍记 F
δ

2 为 F 2, 即 F 2 可省略 1
同理在 (15) , (16) 中可省略 F 11
因此当条件 (27) 不同时成立时, 有下列两个完备的解

w = ¨ 4F 1

Υ= E h¨ 2
k F 1

　　 (L F 1 = 0) (38)

w = - ¨ 2
k F 2

Υ= D ¨ 4F 2

　　 (L F 2 = 0) (39)

其中式 (38) 即为著名的符拉索夫解, 而式 (39) 是本文所导出的一个新解 1

4　球形扁壳问题的通解

对球形扁壳, 有 k x = k y = k , k x y = 0, 即式 (27) 中的两式同时成立, 故定理 5不能用于

该情形 1本节将讨论球形扁壳的通解, 从定理 6可知解 (38) 和 (39) 式对球形扁壳是不

适用的, 而定理 7给出了一种新的完备的解 1
先将方程 (2) , (3) 改写为

D ¨ 4w + k¨ 2Υ= 0

- E hk¨ 2w + ¨ 4Υ= 0
(40)
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P 0 =
D ¨ 4 k¨ 2

- E hk¨ 2 ¨ 4
(41)

设

Q 0 =
¨ 2 - k

E hk D ¨ 2
(42)

L 0 = D ¨ 6 + E hk 2¨ 2 (43)

则将定理 1～定理 4中的P , Q , L 分别换为p 0, Q 0, L 0, 各定理依然成立 1于是有下列完
备的通解

w = ¨ 2F 0
1 - kF 0

2

Υ= E hkF 0
1 + D ¨ 2F 0

2

　　 (L 0F 0
i = 0, i = 1, 2) (44)

定理 6　 解方程 (44) 中的 F
0
1 或 F

0
2 不可省略 1

证明 　如若不然, 设 F
0
2 可省略, 即存在H

0
1, H

0
2 使下面两式成立

F
δ0

2 = F 0
2 - E hk¨ 2H 0

1 + ¨ 4H 0
2 = 0 (45)

¨ 2 (D ¨ 4 + E hk 2)H 0
i = 0 , 　i = 1, 2 (46)

按附录的引理 5, 可知H
0
i 可作如下分解

H 0
i = H 0

i1 + H 0
i2, 　　i = 1, 2 (47)

其中

¨ 2H 0
i1 = 0 , 　　 (D ¨ 4 + E hk 2)H 0

i2 = 0 , 　　i = 1, 2, (48)

同理

F 0
2 = F 0

21 + F 0
22

¨ 2F 0
21 = 0 ,　　 (D ¨ 4 + E hk 2) F 0

22 = 0
(49)

　　将式 (47) ～ (49) 代入式 (45) 得

Fδ0
2 = F 0

21 + F 0
22 - E hk¨ 2H 0

12 + ¨ 4H 0
22 = 0 (50)

从式 (50) 及式 (49) 中第三式和式 (48) 的第二式, 可得

(D ¨ 4 + E hk 2) F 0
21 = 0 (51)

考虑到 (49) 第二式, 从式 (51) 则有

F 0
21 = 0 (52)

　　从式 (52) 可知, 如果 F
0
2 中包含调和函数 F

0
21, 则有矛盾, 即 F

0
2 不可省略 1
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同理 F
0
1 不可省略 1

定理 7　方程 (40) 有如下通解

w = ¨ 2F 0
1 - kF 0

21

Υ= E hkF 0
1

(53)

其中

¨ 2 (D ¨ 4 + E hk 2) F 0
1 = 0

¨ 2F 0
21 = 0

(54)

　　 证明 　 从定理 6 的证明过程可知式 (50) 第一式成立, 令其中H
0
12 = 0, 再应用式

(48) 第二式, 可得

Fδ0
2 = F 0

21 + F 0
22 -

E hk 2

D
H 0

22 (55)

取H
0
22=

D
E hk 2F

0
22, 则从式 (55) 有

F
δ0

2 = F 0
21 (56)

因此, 式 (53) , (54) 成立, 定理证毕 1
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　　附　　录

下面将给出本文所用到的五个引理及其证明 1
引理 1　问题

5f
5y

= g , 　　 (¨ 2g = 0)

¨ 2f = 0

有解 1
证明　 令 g�是与 g 共轭的调和函数, 即

5g
5x

=
5 g�

5y
, 　　 5g

5y
= -

5g�

5x
( A 1)
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那么

f =∫g� dx + g dy ( A 2)

即合所求 1其中积分为区域中的线积分, 从 (A 1) 的第一式可知线积分与路径无关, 而从 (A 2) 和

(A 1) 的第二式即有¨ 2f = 01
重复应用引理 1, 可得

引理 2　 问题

5nf
5y n = g , (¨ 2g = 0)

¨ 2f = 0

其中 n 为自然数 1
引理 3　设B 为双调和函数, 则存在调和函数 g 1 和 g 2, 使

B = y g 1 + g 2

　　 证明　 令

g = ¨ 2B

由于B 是双调和函数, 所以

¨ 2g = 0

　　从引理 1知, 存在调和函数 f , 使5f
5y

= g , 那么取

g 1 =
1
2

f , 　　 g 2 = B -
1
2

y f

即合所求 1
引理 4　问题

¨ 4
kA = B (¨ 4B = 0)

¨ 4A = 0

有解, 如果下述条件不同时成立

k x = k y ,　　 k x y = 0 ( A 3)

　　 证明　首先作坐标变换

x′= x co s Η+ y sin Η

y′= - x sin Η+ y co s Η

在新的坐标系下

¨′2 =
52

5x′2
+

52

5y′2
= ¨ 2

¨′2k = k′y
52

5x′2
- 2k′x y

52

5x′5y′+ k′x
52

5y′2
= ¨ 2

k

其中

k′x = k x sin2Η- 2k x y sin Ηco s Η+ k y co s2Η

k′y = k x co s2Η+ 2k x y sin Ηco s Η+ k y sin2Η

k′x y =
k y - k x

2
sin 2Η+ k x y co s 2Η

( A 4)
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令 Η满足方程

tg 2Η=
2k x y

k x - k y
( A 5)

则有 k′x y = 01 由于条件 (A 3) 中的两式不同时成立, 故有

k′x k′y ( A 6)

事实上, 若 (A 6) 不成立, 则从 (A 4) 前两式得

(k x - k y ) co s 2Η+ 2k x y sin 2Η= 0 ({ A 7)

从 (A 5) , (A 7) 可推出 kx= ky, kxy= 0, 与本引理的条件矛盾 1
于是, 在新坐标系下, 引理 4的问题为

¨′4kA = B 　 (¨′4B = 0)

¨′4A = 0
( A 8)

按引理 3, 可设

B = y′g 1 + g 2, 　　 (¨′2g 1 = ¨′2g 2 = 0)

然后, 令

A = y′f 1 + f 2, (¨′2f 1 = ¨′2f 2 = 0) ( A 9)

而

¨′4kA = k′y ¨′2 + (k′x - k′y ) 52

5y′2
2

(y′f 1 + f 2) =

k′2y ¨′4A + 4k′y (k′x - k′y )
53f 1

5y′3
+

(k′x - k′y ) 2 4
53f 1

5y′3
+ y′

54f 1

5y′4
+

54f 2

5y′4

　　今设 f 1, f 2分别满足下列问题

(k′x - k′y ) 2 54f 1

5y′4
= g 1

¨′2f 1 = 0

(k′x - k′y ) 2 54f 2

5y′4
= g 2 - 4[k′y (k′x - k′y ) + (k′x - k′y ) 2 ]

53f 1

5y′3

¨′2f 2 = 0

按引理 2, 上述两个问题当 k′x≠k′y 时有解, 因此由 (A 9) 所定义的A 为问题 (A 8) 的解 1即引理 4所提

问题有解 1
引理 5 　若 f 满足方程

¨ 2 (D ¨ 4 + E hk 2) f = 0

则存在 f 1, f 2, 使

f = f 1 + f 2

且

¨ 2f 1 = 0 , 　　 (D ¨ 4 + E hk 2) f 2 = 0
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　　 证明　令

g = ¨ 2f

于是

(D ¨ 4 + E hk 2) g = 0

那么

¨ 2f = g =
1

E hk 2 (D ¨ 4 + E hk 2) g -
D

E hk 2 ¨ 4g = -
D

E hk 2 ¨ 4g

即

¨ 2 f +
D

E hk 2 ¨ 2g = 0

　　因此, 令

f 1 = f +
D

E hk 2 ¨ 2g

f 2 = -
D

E hk 2 ¨ 2g

即合所求, 证毕 1

COM PL ETENESS AND NONUN IQUENESS OF GENERAL

SOL UT IONS OF ELAST IC SHALLOW SHELL S

W ITH CONSTANT CURVATURE

W ang W ei
(D ep t1 of M echan ics and E ng ineering S cience, P ek ing U niversity , B eij ing 100871, Ch ina)

Abstract　A new genera l so lu t ion of elast ic sha llow shells w ith con stan t cu rva tu re is de2
rived1 it s com p leteness and nonun iqueness are p roved1 Fam ou s V lasov so lu t ion is one of

its specia l case1 Fu rtherm o re it is p roved tha t V lasov so lu t ion does no t su it fo r sha llow

spherica l shells1 A nd w e give a new genera l so lu t ion of sha llow spherica l shells1

Key words　elast ic sha llow shell, elast ic genera l so lu t ion, elast ic shell, V lasov so lu t ion,

com p leteness
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