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一类强非线性振动系统的分叉
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摘要　对于参数激励和强迫激励共同作用的一类强非线性系统, 本文先用改进的L 2P 方法

求出了变换参数, 使该系统的解能展为小参数的幂级数. 然后利用多尺度法求出了该系统的

分叉响应方程. 研究了这类强非线性系统的余维1分叉问题, 画出了转迁集和分叉图。
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引　言

非线性振动系统的分叉研究是非线性动力学研究的一项重要课题, 引起了许多科技工作

者的注意. 分叉问题有许多种类. 对于弱非线性问题, 人们研究得比较多. 陈予恕和L angfo rd

用L 2S 方法研究了非线性M ath ieu 方程在1ö2亚谐共振时的分叉问题[ 1 ]. 张伟和霍拳忠[ 2 ]用

多尺度法研究了参数激励与强迫激励联合作用下非线性振动系统在1ö2亚谐共振——主参数

共振时的分叉问题. 还有许多研究成果在文献[ 3 ]进行了综述. 对于强非线性系统, Ho lm es 和

R and 研究了V an der Po l2D uffing 型强非线性振子的局部分叉和全局分叉特性[ 4 ]. Green span

和Ho lm es [ 5 ]利用M eln ikov 方法研究了具有强迫激励时V an der Po l2D uffing 型强非线性振

子的同宿分叉特性.

本文研究在参数激励和强迫激励共同作用下的强非线性振动的分叉问题. 考虑由下面的

微分方程控制的系统

x
õõ + 2ΕΓx

õ + (Ξ2
0 + 2Εco s 2t) x +

Ε
Κx 3 = 2ΕP co s 8 t (1)

其中 Ε可以是较大的数.
1
Κ为非线性项系数, 为便于后面的讨论, 写成分数形式. 首先, 用改进

的L 2P 方法进行参数变换, 使变换后的方程的解可以展成一个小参数的幂级数. 然后利用多

尺度法求出该系统的分叉响应方程. 分叉研究主要分析定常解的稳定性, 讨论分叉方程的开折

和分叉曲线的拓扑结构.

1　用改进的L -P 方法定变换参数

由于方程 (1)中的参数 Ε可以是较大的数 , 因此它是一个强非线性振动方程. 解强非线性

振动问题有一些方法. Y. K. Cheung, S. H. Chen 和 S. L. L au [ 6 ]采用变换

Α=
ΕΞ1

Ξ2
0 + ΕΞ1

(2)
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提出了一种改进的L 2P 方法, 解决了一类强非线性振动方程的近似求解问题. 分析方程 (1) 控

制的强非线性系统, 我们设

Α=
ΕΞ1

4Ξ0 + ΕΞ1
(3)

其中 Ξ0为方程 (1)对应的线性系统的固有频率, 参数 Ξ1可用L 2P 方法来确定.

考虑1ö2亚谐共振情况. 设 8 = 2, 并令 Σ= 8 t, 则 (1)式变为

8 2x
õõ + 2ΕΓ8 x

õ + (Ξ2
0 + 2Εco s Σ) x +

Ε
Κx 3 = 2Εp co s Σ (4)

由 (3)式知

Ε=
4Ξ2

0Α
Ξ1 (1 - Α)

(5)

将 8 2写成

8 2 = 4Ξ2
0 + ΕΞ1 + Ε2Ξ2 + ⋯

则

8 2 =
4Ξ2

0

1 - Α
1 +

1 - Α
4Ξ2

0
Ε2Ξ2 + Ε3Ξ3 + ⋯

=
4Ξ2

0

1 - Α(1 + ∆2Α2 + ∆3Α3 + ⋯) (6)

或

8 = 2Ξ0 1 +
1
2

Α+ 3
8

+
∆2

2
Α2 + ⋯ (7)

设方程 (4)的解为

x = x 0 + Αx 1 + Α2x 2 + ⋯ (8)

将 (6)～ (8)式代入 (4)式得

4Ξ2
0

1 - Α(1 - ∆2Α2 + ∆3Α3 + ⋯) (x
õõ

0 + Αx
õõ

1 + Α2x
õõ

2 + ⋯) +

2õ
4Ξ2

0Α
Ξ1 (1 - Α) Γõ 2Ξ0 1 +

1
2

Α+ 3
8

+
∆2

2
Α2 + ⋯ .

(x
õ

0 + Αx
õ

1 + Α2x
õ

2 + ⋯) + Ξ2
0 + 2õ

4Ξ2
0Α

Ξ1 (1 - Α) co s Σ .

x 0 + Αx 1 + Α2x 2 + ⋯ +
4Ξ2

0Α
ΚΞ1 (1 - Α) x 0 + Αx 1 + Α2x 2 + ⋯ 3 =

2
4Ξ2

0Α
Ξ1 (1 - Α) P co s Σ (9)

将 (9)式展开, 令 Α同次幂系数相等, 得

　　　　　 x
õõ

0 +
1
4

x 0 = 0 (10)

x
õõ

1 +
1
4

x 1 =
1
2

x 0 -
2
Ξ1

x 0 co s Σ-
Ξ2

0

Ξ1

1
Κx 3

0 -
4Ξ0

Ξ1
Γx

õ
0 +

2P
Ξ1

co s Σ+ x
õõ

0 (11)

方程 (10)的解为

x 0 = a0 co s
Σ
2

+ b0 sin
Σ
2

(12)
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将 (12)式代入 (11)式得

x
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1
4
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1
2
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Σ
2

+
1
4

b0 sin
Σ
2

-
2
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2

+
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2
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0
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1
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Σ
2
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Σ
2
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-
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Γ.

-
a0

2
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Σ
2

+
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2
co s

Σ
2

+
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1
4
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Σ
2
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Σ
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(13)

要消去 (13)式解中的永年项, 须令

2Ξ0Γa0

Ξ1
+

b0

4
-

3Ξ2
0b3

0

4Ξ1Κ -
3Ξ2

0a2
0b0

Ξ1Κ
b0

Ξ1
= 0

-
2Ξ0Γb0

Ξ1
+

a0

4
-

3Ξ2
0a3

0

4Ξ1Κ -
3Ξ2

0a0b2
0

4Ξ1Κ -
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解上方程得

Ξ1 =
3Ξ2

0

Κ (a2
0 + b2

0) - 4 - 8Ξ0Γ
a0

b0
(14)

b0 =
a0

20Ξ0Γ
(- 1 + 1 - 4Ξ2

0Γ2) (15)

这样就确定了 (3)式中的 Ξ1, 它与系统的参数 Ξ0, Γ, Κ和振幅 a0有关.

2　分叉响应方程

由于 Α是一个小参数, 所以用变换 (3) 式可以将强非线性系统 (1) 变成为一个弱非线性系

统. 将 (3) , (6)和 (7)式代入 (1)式得

4Ξ2
0

1 - Α(1 + ∆2Α2 + ∆3Α3 + ⋯) x
õõ + 2õ

4Ξ2
0Α

Ξ1 (1 - Α) Γõ 2Ξ0.

1 +
1
2

Α+ 3
8

+
∆2

2
Α2 + ⋯ x

õ + Ξ2
0 + 2õ

4Ξ2
0Α

Ξ1 (1 - Α) co sΣ .

x +
4Ξ2

0Α
ΚΞ1 (1 - Α) x 3 = 2

4Ξ2
0Α

Ξ1 (1 - Α) p co sΣ (16)

将方程 (16)的解展成小参数 Α的幂级数, 用多尺度法来求它的分叉响应方程, 设

x = x 0 (T 0, T 1) + Αx 1 (T 0, T 1) + ⋯ (17)

其中 T 0= Σ, T 1= ΑΣ.

考虑1ö2亚谐——主共振情况, 设 Ξ0≈ 1. 若原方程不进行调谐, 将 (17) 式代入 (16) 式, 令 Α
的同次幂的系数相等, 得

　　　　　D 2
0x 0 +

1
4

x 0 = 0

D 2
0x 1 +

1
4

x 1 = - 2D 0D 1x 0 -
4Γ
Ξ1

D 0x 0 +
1
2

x 0 -
1

ΚΞ1
x 3

0 +

2p
Ξ1

co s T 0 -
2
Ξ1

x 0co sT 0 + D 2
0x 0 (19)
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设方程 (18)式的复数形式的解为

x 0 = A
T 0

2
e

iT 0ö2
+ A

T 0

2
e

- iT 0ö2 (20)

这里A 为A 的共轭复数, 将 (20)式代入 (19)式, 并利用关系式 co sT 0 = (e
iT 0 + e

- iT 0) ö2 , 整理

得

D 2
0x 1 +

1
4

x 1 = - iD 1A - i
2Γ
Ξ1

A +
1
2

A -
3

ΚΞ1
A 2A -

2A
Ξ1

e
iT 0ö2

-

A 3

ΚΞ1
+

2A
Ξ1

e
i (3T 0ö2)

+
2p
Ξ1

co s T 0 + cc (21)

cc 表示前面项的共轭项. 要使解中不出现长期项, 须有

D 1A = -
2Γ
Ξ1

A +
3i

ΚΞ1
A 2A + i

2A
Ξ1

-
1
4

iA (22)

再设A = u+ iv , 这里 u 和 v 是 T 1的实函数. 将A 代入 (22)式, 分离实部和虚部, 便得平均方程

为

u′= -
2Γ
Ξ1

u -
3

ΚΞ1
(u 2 + v 2) v +

1
Ξ1

+
1
4

v

v′=
2Γ
Ξ1

v +
3

ΚΞ1
(u 2 + v 2) u +

1
Ξ1

+
1
4

u

(23)

　　方程 (23)也可称为余维1规范形 (N o rm al fo rm ) , 因而系统可产生余维1分叉. 方程 (23) 式

的 Jacob i 矩阵为

D w f =

-
2Γ
Ξ1

-
3

ΚΞ1
uv

1
Ξ1

+
1
4

-
6

ΚΞ1
(u 2 + 3v 2)

1
Ξ1

-
1
4

+
6

ΚΞ1
(v 2 + 3u 2) -

2Γ
Ξ1

+
3

ΚΞ1
uv

(24)

其中

Ξ = (u , v ) T , f =

-
2Γ
Ξ1

u -
3

ΚΞ1
(u 2 + v 2) v +

1
Ξ1

+
1
4

v

-
2Γ
Ξ1

v +
3

ΚΞ1
(u 2 + v 2) u +

1
Ξ1

-
1
4

u

(25)

在零解 (u , v ) = (0, 0)处的 Jacob i 矩阵为

D m f (0, 0)　 =

-
2Γ
Ξ1

1
Ξ1

+
1
4

1
Ξ1

-
1
4

-
2Γ
Ξ1

(26)

其特征方程为

r +
2Γ
Ξ1

1
Ξ1

+
1
4

1
Ξ1

-
1
4

r +
2Γ
Ξ1

= 0

即

r2 +
4Γ
Ξ1

r +
4Γ2

Ξ2 -
1
Ξ2

1
+

1
16

= 0 (27)
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解方程 (27)得特征根

r1 = -
2Γ
Ξ1

+
1
Ξ2

1
-

1
16

, 　r2 = -
2Γ
Ξ1

-
1
Ξ2

1
-

1
16

(28)

　　同时, 把 (23)式化为极坐标形式下的平均方程, 即令 u = a co s <ö2, v = a sin <ö2 , 其中 a

为振幅, 可以得到分叉响应方程为

2Γa
Ξ1

2

+
1
4

a -
3a2

4ΚΞ1

2

=
a
Ξ1

2

(29)

3　定常解的稳定性

我们根据定常解的特征根来判别定常解的稳定性. (27)式与标准方程比较有

p =
4Γ
Ξ1

, 　q =
4Γ2

Ξ2
1

-
1
Ξ2

1
+

1
16

, 　∃ = p 2 - 4q = 4
1
Ξ2

1
-

1
16

考虑 ∃> 0的情况, 零解的两特征根都为实数.

1. 若4Γ
Ξ1

> 0, 且 1
Ξ2

1
-

1
16

<
2Γ
Ξ1

2

时, r1和 r2为不等于零的同号两相异实根. 它对应于 ∃> 0, q

> 0, p > 0. 点 (0, 0)是唯一奇点, 且为不稳定结点.

2. 若4Γ
Ξ1

> 0, 且 1
Ξ2

1
-

1
16

>
2Γ
Ξ1

2

时, 奇点为鞍点, 定常解不稳定.

3. 若4Γ
Ξ1

< 0, 且 1
Ξ2

1
-

1
16

<
2Γ
Ξ1

2

时, 奇点为稳定结点.

4. 若4Γ
Ξ1

< 0, 且 1
Ξ2

1
-

1
16

>
2Γ
Ξ1

2

时, 奇点为不稳定鞍点.

4　分叉曲线的拓扑结构

对于分叉方程 (29)式, 如果我们取 Ξ0= 1, a0= 1, 则

Ξ1 =
3
Κ (1 + b2

0) - 4 1 - 4Γ2
, 　b0 =

1
2Γ(- 1 + 1 + 4Γ2)

将 (29)式变形为

(3a2 - ΚΞ1) 2 + 16Κ2 (4Γ2
- 1) = 0 (30)

或

a = 0

将 (30)式展开, 得

a
4+ ΒΚa

2+ 2ra
2+ ΒrΚ+ r

2= 0 (31)

其中

Β =
8
3

1 - 4Γ2
, 　r = - (1 + b2

0) < 0

在考虑扰动的情况下, 由奇异性理论[ 7 ]可知, (31)式的一个普适开折为

G (a , Κ, Α) = a4 + ΒΚa2 + 2ra2 + ΒrΚ+ r2 + Α1 + Α2a = 0 (32)

其中 Α= (Α1, Α2) T∈R2.
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为求得系统的拓扑结构, 需要利用转迁集6 = B ∪H ∪D . 设G: R×R×R
k→R.

1. 分叉集B = Α∈R k: ϖ (a , Κ) ∈R×R , 使得G = G a= G Κ= 0在 (a , Κ, Α)点成立 .

2. 滞后集H = Α∈R k: ϖ (a , Κ) ∈R×R , 使得G = G a= G aa= 0在 (a , Κ, Α)点成立 .

3. 双极限点集D = {Α∈R
k: ϖ (a1, a2, Κ) ∈R×R×R , a1≠a2, 使得 G = G a = 0在 (a i, Κ, Α) 点

成立, i= 1, 2}.

通过计算, 可求得转迁集为

图1　转迁集

F ig. 　T ransit ion set

　　　　B 1= Α1+ Α2 - r= 0

　　　　B 2= Α1- Α2 - r= 0

　　　　H = Α1= -
3

16
Α4ö3

2 +
3
2

Α2ö3
2 + r2

　　　　D = <

故6 = B 1 ∪B 2 ∪H . 画出转迁集如图1所示, 分叉图如图2所示.

图2　分叉图

F ig. 2　B ifurcation curves

5　结　论

本文提出了一种分析强非线性系统分叉问题的有效方法, 即先用改进的L 2P 方法求变换

参数, 然后用多尺度法求变换后系统的分叉响应方程. 从而可分析强非线性系统的余维1分叉
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等静态分叉.

通过求分叉方程的转迁集, 得到了不同区域里的拓扑结构, 每九个区域中的任一个区域里

分叉响应曲线图拓扑等价. 但对于退化奇点的余维2分叉, 需要利用中心流形理论和普适开折

理论来进行分析, 我们以后将继续讨论.

用改进的L 2P 方法进行参数变换是一个很有趣的问题, 并且有着非常丰富的模式, 可以

深入研究, 这是解决强非线性振动问题的一个有效方法.
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B IFURCAT IONS OF A CLASS OF STRONGLY

NONL INEAR OSC ILLAT ION SY STEM S

T ang J iash i　Y in X iaobo
(H unan U niversity , Chang sha 410082, Ch ina)

Abstract　A new m ethod is p resen ted fo r studying p rob lem s of b ifu rca t ion of a class of

st rongly non linear system s under com b ined param etric and fo rcing excita t ion. A large pa2
ram eter is t ran sfo rm ed in to a sm all param eter by u sing the m odified L 2P m ethod so tha t the

so lu t ion is expanded in pow ers of Α. T he b ifu rca t ion respon se equat ion is ob ta ined by u sing

the m ethod of m u lt ip le sca les. W e discu ss the degenera te b ifu rca t ion of codim en sion 1 and

ob ta in the variou s b ifu rca t ion diagram s.

Key words　st rongly non linear system , b ifu rca t ion, subharm on ic resonance
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