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提要 本文基于 J ou
r d ia n

变分原理提出一种柔性机械臂动力学方程的单向递推组集方法
.

用

规则标号法描述系统中物体和铰的邻接关系
;
用铰相对坐标和模态坐标分别描述物体的大位移运动

和弹性变形
.

文末以三连杆机器人操作手为例说明本文建模的过程
.
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,
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一
、

引 言

航天机械臂
,

工业机器人操作手等的抽象模型为链状拓扑结构的多体系统
.

由于这类

系统中广泛采用轻质量
,

大尺度的柔性部件
,

及其 自身高速运行的特点
,

部件的弹性效应

成为 目前工程界普遍关注的问题
,

建立这类系统有效的数学模型并进行正确的快速仿真是

目前动力学领域研究的热点之一
多体系统的动力学仿真除满足系统的设计

,

分析和优化外
,

另一个迫切的任务就是为

控制系统的设计服务
.

系统的动力学模型不但应与控制系统有 良好的接口
,

还必需具有高

效的计算特点
,

以最大限度地降低仿真计算的费用
.

柔性多体系统动力学方程非常复杂
,

其传统的建模方法主要有绝对坐标方法与铰相对坐标方法
,

前者程式化强
,

但计算效率不

高
,

且不利于控制系统的实时
,

后者恰恰相反
,

提出一种同时具备以 上优点的柔性多体系统

动力学方程建立方法是本文的目的所在
.

为此
,

本文针对链状拓扑结构的柔性多体系统
,

首先以递推的方式建立了系统的运动学关系
,

在递推的每一步
,

直接调用绝对坐标方法物

体广义质量矩阵与广义力列阵的程式化形式
,

并同时形成该物体对铰相对坐标与模态坐标

表达的系统动力学方程中广义质量阵与广义力列阵的贡献
,

然后通过类似于有限单元法中

刚度矩阵与等效结点力列阵的叠加形成方式得到系统的广义质量阵与广义力列阵
.

目前对柔性多体系统动力学递推建模方法的研究远不及对多刚体系统的研究
.

见诸文

献的有 s i n g h 。 t 。 1
.

13 ]
,

A m i r o u
山

。 。 t 。 1
.

[4 !
,

Id e r [5 ] 基于 K a n 。 方法建立的柔性多体系统动力

学递推方程
,

林宣玖
,

谢传锋 al[ 基于虚功原理建立的树状及含闭环系统的柔性多体系统

动力学递推方程
,

及 c h a n g i z i 。 t 欲〔6 }
,

K im 。 t a z
.

17 } 分别基于 s il a b a n a ls ]
,

H a u g e t 。 1
.

[9 ] 的

绝对坐标程式化建模方法的递推建模方法
·

!7 } 的方法分为运动学正向递推及动力学逆向

折合递推
,

分析过程比较繁琐
,

本文方法将运动学分析与动力学建模融合于单一的正向递
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推过程中同时完成
,

该方法 已成功地推广到树状及含闭环的柔性多体系统的建模
,

限于篇

幅
,

另文介绍
.

文末
,

以三连杆机械臂为例详细说明了本文的建模过程
.

二
、

链状多体系统运动学递推方程

角

一人召些

{
一

生
_

图 1 链状多体系统
F ig

.

2 C h a i n s t r u e t u r e o f m u l t ib o d y s y s t e m s

图 2 相邻物体运动学关系

F ig
.

2 K i n e m at i e
al

r e la t i o n s h i P b e t we
e n

e o n t igo
u s b o d ies

图 1 为由几个物体构成的链状柔性多体系统
,

按文 【11 对其进行规则标号
,

B o 对应惯

性空间
.

图 2 为系统中任意两相邻物体 B 卜 1 ,

B 、 ,

其中 O 、 为两物体间的铰
,

容许 1一 6 个自

由度
.

G
一 l x , z ,

C x 夕:

分别为对应物体的浮动坐标系
,

其原点固结于物体未变形状态时的

质心
.

瞬时体铰矢量 C ` 一 1` ,

C 、、 可表达为

、、,产、、,,尹唯ql̀
矛

l
、口了.、

e `一 1̀ = c 乳
1 ` + 沪`一 l 、七a 、一 1

e “ = c 袅+ 沪、 : , a 、

其中
,

c 乳
1 ` ,

c 袅为两铰结点在未变形状态下相对原点 C 一 , ,

C 的位矢
,

叭
一 , : ` ,

叭 “ 为

两铰结点处微元对应的平移模态矩阵
,

a 、一 1 ,
a

:

分别为两物体的模态坐标列阵
.

浮动坐标

系的绝对角速度及其原点的位矢可分别表示为

`

、
.J少、

!
产

1曰4
且召了、了J`几

` 、 = “ 一 i + 口卜 i ` + 口` 一 刀 “

r ` = r `一 i + C `一 l ` + d
:
一 C 、`

其中
,

口 `一 1` ,

口 “ 为铰点处微元相对物体浮动坐标系的微转动角速度
,

刀 `一 i , i = 沪、一 i 、 , 。 `一 i (5 )

口、` = 沪、` ,

d 、

其中
,

叭一 , ` r ,

叭
: ,

为铰结点处微元对应的转动模态矩阵
.

d ` ,

口

和相对角速度
,

由文 ! l] 知

(6 )

为铰 O
:

上的相对位移

d ` = 万子q
:

+ 。牙 (7 )
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n 、 = p矛g ` (8 )

其中
,

万
, ,

尸

以后说 V
,

分别为铰滑移轴与铰转动轴基矢量阵 l[]
,

q
:

为铰相对坐标列阵
.

= !户
` 。 `

叮」T
,

由 l( 一 s) 可求得如下矩阵形式速度变分及加速度递推关系

占V
` = G

, : 一 i百V
` _ 1 + 万 ` :

百念
:

V ` = G 、` _ I V 卜 i + X
: :

总` + R

(9 )

其中
,

, 、 一 [。丁a子]
T

(系数矩阵 G 、卜 1 ,

X `、 及 R
,

略 )
,

令 v
。 一 [o

T ,

o T o T

]
T

推关系由基体开始递推
,

得到如下新型的递推关系
.

( 1 0 )

将以上递

乞

“ V ` 一
艺 H

` ,” ` ,

7 = 1

(1 1 )

v 、 一
艺 H

、 , ` , +
艺 R 。

( 12 )

其中系数矩阵的递推运算形式为

H
`7

G “ 一 I
H

: 一 1 , ,
(j < 乞

X , ,
(j = `

(1 3 )

R
` ,

G 、卜 I
R

: 一 1 , ,

凡

( j < 艺)

(j = ` )
( 14 )

三
、

系统动力学方程的程式化组集方法

对图 1 所示系统
,

其动力学方程的 oJ
u dr ia n

变分表达式为 v[J

艺
` V矛

·

(。 、 V
:
一 Q `

) 一 。

乞二 l

(1 5 )

其中
,

。 、 为由绝对坐标方法得到的物体广义质量阵
,

Q 、 为包括广义弹性力
,

惯性力
,

广义外力的广义力列阵
.

当运动学递推关系计算到 B l
时

,

( 15 ) 变为

“ I
T
(。 “ ,`互一 Q “ , ) +

艺
` V子

·

(。 `
V一 Q`

) 一 0

( 1 6 )

其中
,

二互二 二 1

。 (` ) = 万孔
·

。 I
H

l l

Q (` ) = 万二(Q
l 一 。 , R , 1

( 1 7)

( 18 )
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将上述 ( 17)
,

(18 ) 式扩充到与系统广义质量阵与广义力列阵相同的维数
,

即

一` 1、
} 。 ( , ) o

】 0 0
1

,

。 ( 1 ) 一

{
Q ”̀

)
」 L U j

则 (1 6 ) 式可改写为

。* T (而“ ,总 一 口 (̀ ’ ) +
艺

。v 了
·

(。 `
V

、 一 Q`
) 一 0

( 19 )

其中
,

二 T = !二界 二 二润
,

当运动学递推关系进行到第 无个物体时
,

由同样的方法可将 ( 19 ) 式写为

Llù儿一了无了k
儿CJù目」月̀

「 / k 、 / 无
、

、 1
“` T

{(菩
而 ( “ ,

)
` 一

(誓
“ t“ ,

){
+

艺
` V了

·

(m
、 V

Z
一 Q、

) 一 0
(2 0 )

其中
,

,
.

t

l
.

se
`

es
.

zwe
..J

nù
。。。

nUOm *
H
无 iTk1T肤HH

r.,.es.......l.j.

而 ( k ) =

m
无
H

儿i

0

仍
无
H

无无

饥
无
H

儿儿

0

(Q
、 一 。 、

艺 R ; ,
)

J = 1

可( k ) -

(Q
* 一 。 、

艺 R 、 j )
少二 1

T舰T触
HH

r. l

es
.性

es
l

l
盆

ee
卫

IL

当运动学关系进行到末端体时
,

、

、,产、 ..尸
苦

1ǔQ自勺̀今山
了

f
`

2..、

其中

( 2 0 ) 变为

抽伙A 念 一 列 = 0

A 一

艺而
i()

B 一
艺砂

,

乞 = 1

(2 3 )

由于 石念 为独立变分
,

由 (2 1) 得系统状态方程

A总 = B (2 4 )

其中
,

A 为对称矩阵
,

且在 A
,

B 的形成过程中
,

无需对 。 i()
,

Q i() 进行扩充
,

只要确定出

每个物体的相应贡献在系统广义质量阵 A 和系统广义力列阵 B 中的位置直接叠加即可
,

同时
,

只要充分利用 A 的对称性可进一步提高计算效率
,

综上所述
,

系统动力学递推建模与计算流程如图 3 所示
·
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图 3 系统动力学递推建模与计算流程
e h a r t fo r r e e u r s iv e e o n s t r u e t io n a n d e o m P u t a t io n o f d y n a m i e s

四
、

实 例 说 明

本节以平面三连杆机械臂为例进一步

说明系统动力学方程的广义质量阵与广义

力列阵的递推组集形成过程
.

系统构形如

图 4 所示

铰 0 1 ,

0 2 ,

0 3 为转动铰
、

物体 B l ,

B Z ,

B 3 为等截面匀质梁状部 件
,

二、 =

[口
:

a 矛I
T

(̀ = 1
,

… 3 )

对第一个物体
:

H
i i = X i i ,

图 4 三连杆机械臂操作手

F ig
.

4 A m a n ip u lat o r w i t h t h r
ee lin k s

R
i i = R i

该物体对系统动力学方程的贡献为

。 (
`
) = 万孔

·

。 ( 1 )万
1 1 ,

Q ( ` ) 一 H获
·

(Q
l 一 m

1 R l l
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对第二个物体
:

H
Z i = G ZI

H
i i ,

H
2 2 = X 咒

,

R Z i = G Z I
R

i l ,

R
2 2 = R

Z ,

l 二乱
·

。 2
0

2 , 。二
4

0
2
0

2 2

1

LH姜
2

·

叭 H 22 H查
2

·

、 从
Z

J

「H二

Q 戈
2 , = }

1 耳
7 -

L
一` “ “

·

(Q
: 一 。 2

艺 R
Z,
)

夕= 1

2
·

(Q
: 一 。 2

艺 R Z ,
)

7 = 1 !
对第三个物体

:

H
3 i

R 3 i

= G 3 2
H

Z z
H

3 2 = G 3 2
H

2 2 ,

H
3 3 = X 3 ,

R
3 2 = G 3 2

R
2 2 ,

R
3 3 = X 3 ,

麟
T

31’
一…

= G 3 2
R

Z i ,

H .l[ 。 3
H

3 1

H孔
·

。 3
H

3 1

H孙 。 3
H

3 1

H

H孔
·

H孔
·

m
3
H

3 2

饥
3
H

3 2

饥
3
H

3 2

H孔
H孔

,

m 3
H 33

·

m
3
H 33

·

m
3
H 33

Q ( 3 ) =

H欲
·

(Q
3 一 。 。

艺 R
3 ,

)
7 = 1

3

H孔
·

(Q
。 一 。 。

又 R
3 , )

少= 1

3

H孔
·

(Q
3 一 m

3

艺 R 3 ,
)

J二 1

经叠加后得到系统广义质量阵 A 及广义力列阵 B 的分块形式为

「
A l l

A 一

} lzA
L凡

`

A 1 2 A i 3

A 2 2 A 2 3

A 3 2 A 3 3」
其中各元素分别为

:

。卿
+

。汾
+ s()12

m
。 留

。男
+ 。 男

。 男
。 男

123233
ù
上1火
,

232AAAAAA

{
B

l

i
B ,

L B 3

Q护
,+ Q护

,

Q犷
,+ Q犷

,

Q犷
,
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五
、

总 结

本文在 oJ ur d ia n
变分原理基础上提出一种以递推方式程式化地建立柔性机械臂系统

动力学状态方程的新方法
.

由于在递推的每一步都可以调用由绝对坐标系方法得到的物体

广义质量阵及广义力列阵
,

且状态方程用铰相对坐标和模态坐标表达
,

因而具有绝对坐标

方法的较强的程式化的优点
,

又具有铰相对坐标方法较高计算效率的特点
.

本文方法很容易推广到树状及含闭环的柔性多体 系统动力学的程式化建模
,

相应的工

作已经完成
、

今
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y s t e m 15 d e s e r i b e d t h r o u g h r e g u la r l a b e l il n g m e t h o d : T h e j o int r e la t ive e o o r d i n a t e s

a n d orn d al e o o r d i n at e s ar e u se d t o d e s e r i b e t h e l a r g e d i s P l a e e m e nt s b e t w e e n e o nt i g u o u s b o d
-

i e s a n d s m a ll d e fo r m a t i o n s o f b o d ie s
.

A t if r s t
,

t h e r e e -ur s ive k i n e m a t i e r e la t i o n s a r e d e r i v e d
,

a n d in e v e r y s t e P o f r e e u r s i o n
, e o nt r ib u t i o n s o f e v e r y b o d y t o t h e g e n e r a l i z e d m as

s m a t r议

a n d g e n e r a li z e d fo r e e
m at

r i x ar
e fo r

m
e d t hr o u g h e a lil n g t h e b o d y

’ 5
m as

s
m

a t r议 an d fo r e e

m a t r i x i n a b s o l u t e e o o r d i n a t e s
.

F i n a ll 孔 t h e m e t h o d i n t h i s P a p e r 15 d
e
m o n s t r a t e d t h r o u g h

a n e x a m P l e o f a m a n a P u la t o r w it h t h r e e fl e x ib l e l i n k s
.

K
e y w o r d s

e o n s t r u e t i o n

fl e x ib l e b o d y
,

m a n a P u l a t o r s , r e e u r s i v e m e t h o d
,

d y n a

而
e e q u a t io n s ,


