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提要 本文提出了一个新的厚薄板通用的三角形板弯元
,

根据 H ell i ng er
一

eR i ss ne
r

变分

原理推导出来的新单元具有独立的转角
、

位移
、

剪应变和弯曲应变的插入函数
,

它没有其它

混合元所存在的一些缺点
.

一些典型例子表明这个新单元具有很好的特性
,

刚度矩阵简单
,

计算精度高
,

收敛速度快以及厚薄板通用性强
.

关键词 变分原理
,

形函数
,

厚薄板元
,

稳定性
,

相容性

一
、

引 言

按 K ir hc b o ff 假设建立的薄板弯曲有限元要求形函数具有一阶连续导数
,

从而使薄板

弯曲有限元的建立存在着许多困难
.

最近二十年来
,

各种混合型变分原理及降阶积分技术

为薄板弯曲元以及厚薄板通用弯曲元的建立提供了新的途径
.

同时不少作者也证明了某些

降阶积分元和混合型元之间的互等性 11一 “ }
.

为了保证有限元解收敛到微分方程的精确解
,

必需使混合元的刚度矩阵满足稳定性和相容性条件
,

即满足 B ab us k a -

B er zz i 条件及顺利地

通过相容性的分片试验
.

本文从 H e ll in g e r 一 R e i s s i o n
变分原理中推导出一个按 R e i s s i o n 一

M i n d l i n 厚板理论为基础

的厚薄板通用的三角形板弯元
.

这个元是一个每个节点具有三个 自由度并包括二个内部转

角自由度的三节点元
,

经分析表明 : 这个新单元满足 B a b us k a -

B er zz i 稳定条件
,

并能顺利

地通过 R o ib ns o n 提出的纯弯
、

纯扭及纯剪分片试验 闭
.

典型的数值例子表明
: 尽管这个

元的形函数 比较简单
,

但它具有计算精度高收敛速度快及厚薄板通用性强的特点
.

文章还证明了这个混合元可看作对剪切能采用一点高斯积分的降阶积分元
.

二
、

势能泛函及稳定性条件

取板中面为 x , 平面
, : 轴与

x ,

, 轴垂直
,

正方向如图 1 所示
,

这时
,

剪应变和弯曲

应变分别为
:

本文于 1 9 9 1 年 6 月 18 日收到第一稿
,

于 1 9 9 2 年 11 月 2。 日收到修改稿
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F ig
.

二
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劝
二

和 劝, 分别为法向位移及绕 ,

轴和 x 轴的转角
.

正方向如图 1所示
·

平板弯曲的 H e l li n g e r一

eR i s s n e r 势能泛函为 18〕:
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式中 甲
, `
分别为假设的独立剪应变和弯曲应变

.

7T ex
t

表示边界上其它载荷所作的

假设 守为含有未知系数 a
:

的多项式插入函数
.

即

守 = 凡 。 ( 4 )
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其中
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分别为应变位移转换阵
.

B 。 为独立的弯曲应变位移转换阵
·

把 ( 4 ) 到 s( ) 式代入 (3 ) 式
,

并对 a 取导
,

可得
:
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对于薄板弯曲
,

因 , 、 0
,

可把 ( l) 式改写成
:

f 二 _
_

1 二 _
.

f
_ 二 _

_ 、 , `

f
万片R 一

j (“ 刀阮 一 万
“ `

D ” 凡
)d A +

j
” `

又V ` 一 “ , d A 一
J
叨 q d入 + 万二 ` L̀ 。 ,

式中 S 为独立剪应力
.

W = 从
。

W + 八临 e s
,

S = Ns S ( 16 )

( 1 7 )
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…代入 (15 ) 式并取极值得
:

式中 :

A 二 几! L踢 }
T刀。
匡场似A

B = 几!v N漏Ns +
叮 Ns }dA

C = 人叮 v Nw d A

九 = 一
方叮dT

T 一
众刀漏担A

凡 二 一
方凡 F d T 一

几嵘妞
A

( 18 )

T 表示边界上施加的力矩 ; F 表示边界上施加的剪力
.

iz
e

kn iew ic z 陈 ` o] 指出对于 (17 ) 式非奇异性的最严格的必要条件为
:

n s + ? i ,

a 二二

—
n

s

( 1 9 )

、 ...t了..夕
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生肠一一口

n 。 , 。 。

(或
n r

) 和 n 。 分别表示单元分片试验中的转角 0
,

独立剪应力 s( 或独立剪应变

的和位移 二 的末约束数
.

三
、

三 节 点 元

对于图 l 所示的三角形元
,

取形心为坐标原点
,

每一节点有三个 自由度 (叨
` ,

劝
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妈
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,
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.
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式中引进待定系数 心的意义是反映位移和转角的关系程度
,

其值大小将由下节作详细

描述
.

转角形函数为
:

3

劝
二 一
艺韧

示 + `以
2

娜科
( 2 1 )

劝、 一
艺乐妈

!

+ 入。乳乳妈 4

( 2 2 )

苟
: ,

(i = 1
,

2
,

3 ) 为面积坐标
·

入为不等于零的任意数
·

取二个独立剪应变 (即二个独立剪应力)
,

则

( 23 )
0
,11土0

一一aP

再令 :
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式中 A 为三角形面积
.

其中 :

= 军1 一 夕2

= X Z 一 X l

33a
,

口a i = 梦2 一 夕3 , a Z = 军3 一 夕i ,

b i = x 3 一 x Z ,

bZ = x i 一 x 3 ,

待定系数 刀 必须满足下述条件
:

j
B孑D

` ( 2“ 一 B `
) d A 一

/
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从上节分析可知
,

为了保证混合元的稳定性必需满足式 ( 1 9 ) 的条件
·

现用文献 0[] 介绍的

分片试验方法来验证这个单元 (图 2 )
·
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( a) 在受约束分片试验中
:

n 夕 + n 。
> 1

一一

qùó一9习

一一
肠一肠一一

(b ) 在放松分片试验中
:
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2
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.

(c) 在无限分片试验中
:
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以上三个分片试验表明新单元满足 B ab us ka
一

B er zz i 条件
.

四
、

数 值 分 析

L 心值的选取

为了改善位移形函数的性能
,

引进未知系数 `
,

通过迭代和势能泛函对 心
、 - 一

-
.

- -

一 }a 7r 。 。
!

合的方法决定 心值
.

即先假定一个 心值
,

然后看能否满足 !共长拼 一 众一 l
}三
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(
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误差 )
,

如满足此不等式 众就是所求之值
; 反之重复上述方法

.

下面以正方形板为例决定 《 值
.

图 3 表示一个承受集中或均布载荷的正方形板
·

黝 聚 巍
正方形板在四分之一板上划分网格八J

少户
图

下川土
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.

9 2 x 1 0 5 ,
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, ” = 0 3

表 1
、

表 2 表示正方形板在不同边界条件下受不同载荷时中心处位移和弯矩
.

板厚为

0
.

1 和 .3 5 两种
·

从表 1 和表 2 中可以看到随着网格的细化
,

不管承受何种载荷还是何种边界条件 心值

在 才= 0
.

1 时都趋向于 1 / 2
,

这恰好符合薄板情况
.

从表 1 和表 2 中还可以看到迭代的 心值

和 心二 1 / 2 所计算得到的位移和弯矩无论对厚板还是对薄板都相差不大
,

误差不超过 1%
,

因此为了简化计算
,

本文取 心二 l / 2
.
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仕上处明计异甲式 又以 ) 利 气z 习 甲田 入 沮 叫取仕息小寺士 0 的常数
·

当 入 二 丁 时
,

甘

这个元可看作对剪切能采用 1 点高斯积分的降阶积分元
,

下面将证明两者的互等性
.

包含剪切能的势能泛函也可写成
:
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粱铆显热划亚令开卜擦摇亘跨翎释州坦工形

Ta一必已日



第 3 期 徐仲年 :一个厚薄板通用的三角形板弯元 3 2 3

假设位移形函数仍由 (2 0 )式表示
,

转角函数由下式所示
:

劝
二 一
艺 6 ` 、 + 。如如讥 4

(2 7 )

= 1

劝, 一
艺今标 + 石1。 。妈 4

( 28 )
= 1

这时对式 (26 ) 中的剪切能采用 1 点高斯积分时
,

经计算可知
,

这个降阶积分元的弯曲

和剪切刚度矩阵分别与混合元中相应的弯曲和剪切刚度矩阵相等
.

这就意味着这个降阶积

分元实质上就是混合元
.

2
.

相容性分片试验

本文还进行了由 R ob i lls io nI
7 } 提出的纯弯

,

纯扭及纯剪分片试验
.

图 4 表示了所用的

分片试验单元及其相溶性分片试验情况
.

E = 10
.

92 x 1 0”
, 。 二 .0 3

口,
。一一:习

州已相曰肺OVU

J,

、

圃比
::00

` w
一= o

砂, , = 。

Pa衬二召ó妇月勺

2
八曰

( 0
.

0

砰 = 2

砂x , = 0

W : 二

砂勺 =

内
: 巴 。 2

p a t e h o f e l e m e n t s u s e d l
“

) p u r e b e n d i n g p a t e h t e s t 2
0

) t w i s t i n g p a t e h t e s t 3
0

)
s h e a r p a t e h t e s t

图 4 相溶性分片试验
F ig

.

4 C o n s i s t e n e y p a t e h t e s t

经计算表明无论对厚板 (̀ = 3
.

5 ) 还是对薄板 (`二 0
.

1)
,

上述三个证明收敛相容性的试验

都能顺利地通过
.

3
.

典型的评估板弯元的数值例子

正方形板

板的形状如图 3 所示
.

表 3 表示了在均布载荷作用下不同厚度板的中心位移 (心

理论值取 自文献 In }及 !1 2 ]
.

表 3 在均布载荷下的最大无 t 网法向位移 ” 侣
l

ax = 。 q护 / l o 0D (
。

= 0
.

3 )
l h b l e 3 入I a x im

u
m n o n d im

e n s i o n a l n o r

m
a l d e fl e e t io n u n d e r

u n sor r
m lo a d ”侣

刀。 x
= a , 1

4

/ l o oD (
。 = 0

.

3 )

1

ǔ
一 2

ttt/ LLL 0
.

3 555 0
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333 0
.
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222 0 1 555 0
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一
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.

0 0 0 0 111
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一
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一

4 0 6 777

TTTTT
.

VVV 0
.
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5 3 8 222 0
.
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4 0 6 222 0
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圆板

板的形状如图 5 所示
,

半径 R = 5
,

E 二 10
.

92 x 1 0 “
, : ,

二 .0 3
.

表 4 表示均布载荷作

用下中心处的位移和弯矩
.

表 5 表示固支圆板在集中载荷作用下的中心处位移
.

泣 奋 参
图 5 固支圆板

F ig
·

5 C l a m p e d e i r e u la r p l a t e m e s h e s i n a s y m m e t r i e q u a d r a n t

表 4 均布载荷作用下的回板中心处位移和弯矩
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vvv a l u eeeeeeeeeeeeeeeeeee

表 5 集中载荷作用下圆板中心处位移 ( t = 0
.

1 )
1

, a b le 5 C e n t r e d i s P l a e e
m

e n t u n d e r e o n e e n t r a t e d l o a d fo
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资资卿竺竺
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.
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CCCCC 0
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.

0 0 4 9 9 555 0 0 0 4 9 7 444

斜板

图 6 表示 2 种斜板情况
.

第一种斜板最初由 R az az g e 作为验证用的板 l[ “ 1
.

表 8 表示

了结果收敛的情况
.

两种边界条件的简支情况都进行了计算
.

结果表明影响很小
.

表 9 表

示了 300 斜板在四边简支条件下的中心处位移和最大主弯矩
·

理论值取 自文献 !14 !
·
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30
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斜板 四边简支
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0 s
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图 6 斜板

F i g
.

6 5阮w P la t e
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表 6 6 0
“
斜板 (括号内为 5 5 2边界条件 )
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表 7 四边简支的 3 0
“
斜板在均布载荷作用下中心处位移和主弯矩 (55 1)
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,
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五
、

结 论

从上述分析中可以看到本文提出的混合元完全满足收敛的稳定性条件和相容性条件
.

从一些典型的算例中可以看到 : 尽管本文提出的这 个元比较简单
,

但它具有计算精度高
,

收敛速度快以及厚薄板通用性强的特点
.

最后本人衷心感谢 D
.

C
.

iZ e n ik e w i C z 教授在我编写本文时给我的指导和帮助

怪
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