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超静 定 结 构 的 安 定分 析

陈少忠 陆明万

清华大学工程力学系

提要 本文建立理想弹塑性材料超静定结构安定分析的线性规划格式
。

论证上下限定理的规划

格式满足规划论的对偶关系
。

从而统一了安定分析的上下限定理
,

使问题得到简化
。
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一
、

概 述

应用安定定理对结构进行安定分析
,

人们进行各种尝试
,

取得一定成果 〔 一 ’其中使用

较多较有成效的方法是线性规划 这种方法可以格式化
,

便于计算机求解 但在以往应用中
,

安定分析的上下限定理都分开讨论
,

独立使用
,

这样求得结构安定的下限或上限解 本 文 在

〔 〕的基础上
,

建立超静定结构安定分析上下限定理的线性规划格式
,

并论证它们满足 规 划

论的对偶关系
‘

安定分析的基本定理

下限定理 静力安定定理
,

定理

结构安定的充要条件是存在一个与时间无关的自平衡残余应力场
‘

矛
,

使得。
‘

李与载荷的

弹性响应
‘
子之和是安全应力状态 即

, 口‘万

为屈服函数
,

为常数

上限定理 机动安定定理
,

定理

结构不安定 如果存在一个容许的塑性应变率 循环 。了, ,

使得在载荷变化范围内
,

下式

成立

其 中 。 犷, 二

。了

丁
才、丁,

,

么 犷小
‘

公
, ‘ 二了

, , 犷 ‘ ,

犷 口 犷

‘ , ￡了,称单位体积塑性耗 散 能 ‘是 。匀对应的速度场
,

它们满足关 系
, , , , ,

和边界的速度条件时称为容许塑性应变率循环 为加载周 期
,

几为 面力
, ,

为体力

结构安定 若存在常数
,

内
,

下式成立

使得对任何容许塑性应变率循环 几
,

在载荷变 化范 围
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丁
、,

丁,
‘

“
‘“ 十 ‘

“
‘“ ,‘丁

、‘

丁
” ‘县犷, , “‘

上下限定理的证明见文献 〔 〕

二
、

简 化

载荷处理

设变化载荷夕
‘ ,

￡ , ,

⋯
,

从

尹‘
,

任〔尹丁
, ,

吉
,

〕 〔拜万
, 料亨〕尹 ,

,

丁
, ,

亨
,

为载荷变化上下限
, 户丁

, 拜亨为载荷因子
,

川
,

为基准载荷 则载荷区

域表示为 ,
’

“ 一 一宝一
, 一 ,

,

一‘ 〔·
, ·‘〕

〕
在口 内

,

任一曲线构成一个加载路径 从口内一点指向 顶点的直线称径向加载路 径
,

从 某

点起始的所有径向加载路径组成一组

定理 设载荷区域月是凸的 若沿着口全部边界曲线的一个循环加载过程
,

结构安定

那么在口内任何循环加载过程结构安定

定理 设载荷区域口是凸的 若对于包含了口的一组径向加载路径的一个循环加载 过

程
,

结构安定 那么在口内任何加载过程
,

结构安定

利用凸集和凸函数的性质定理易证 ‘
“ ’

屈服函数线性化

为优化方便
,

采用线性化屈服函数
,

非线性化的屈服函数则用若干屈服平面去近似屈服

曲面
,

这样屈服函数可表示成
丁 蕊

’

、

其中 为屈服平面法向矢量组成的厂 ‘ 夕阶矩阵
, 、 为广义应力 厂 阶列矩阵

,

为 阶 常 数

列矩阵
,

为广义应力空间维数
, 夕屈服平面个数

三
、

下限定理的数学规划格式

根据屈服函数
,

下限定理可表示成
, 刃 《

万 , “为用广义应力表示的载荷弹性响应和残余应力

对于超静定结构
,

设冗余力矢量
,

维数为超静定度数 残余应力场假设为
二

其中 为只与结构几何有关的矩阵
,

表示单位冗余力 引起计算点处残余应力大小的转换 关

系 用 表示的残余应力场满足 自平衡
,

与时间无关的条件

式左边第一项与时间有关
,

在载荷变化过程中不等式恒成立 设基准载荷引起 结

构弹性响应
’ ,

载荷因子
,

则 万 ‘

令

叮 华 万
·

吞
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将
、

代入 得

毛

因此安定载荷因子化为线性规划问题

寿万
‘ ‘

公 , ,

⋯
,

为 自由变量

这即超静定结构安定下限定理的线性规划格式 为应力校核点个数
,

校核点取所 有 局

部广义应力极值点 包括结构端点
,

广义应力值突变点
,

广义应力值极值点

四
、

上限定理的线性规划格式

上限定理用广义应力及广义应变表示为

‘ 、丁
、 ,

丁
。 几

’ “犷
月口犷

孟备

尸‘

为广义塑性应变率 根据流动法则

丫一 器
,

丈一心

几为塑性流动因子

对 式进行化简
,

设 个可能出现的塑性铰
月

。 ‘
’ “犷一乏丁 如

,

目

卿众“ 一 艺丁
·

众
谊

子奋

﹄

·

艺
一一

一乏
,“‘

·

舀
尸“ 一 艺

‘ 在

甲 几‘
‘犷

‘

户

将 代入

一

习 沛
‘一

外 了“
‘ 一 ‘ 一

上限定理表示为

。、叉 似
‘

乏
了“ 又

取临界状态 “ , 则安定因子 为
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月

凡一式︸‘

·

万︹

·

艺︹义‘

式等价于

招

‘艺 , 犷

‘ 一

、,月‘、
,

了‘月

不几
‘

久‘

·

叉︸

这即超静定结构安定上限定理的线性规划格式 可能出现塑性铰的位置取为所有局 部 广

义应力极值点位置

五
、

上限和下限定理的关系

下限定理的规划格式 改写成标准格 式 引入
十 , 一 ,

则 自 由变量 ”
十 一 一 成为

、

‘

〔
‘

一
, ‘〕 “

‘

一

」

、升、
了了

根据规划论对偶原理

, ,

⋯
,

一

式的对偶为

‘ 艺
口一

月

, 艺 百了
‘

了

目

万叮 又一 “

几

对比 和 可以发现
,

两式极其相似
。

实际上
,

在
、

核点和可能出现塑校位置相同
,

则在 式中 。 相 同
, ‘ , , ,

中取应 力 校

相 同 在

中久‘为塑性流动因子
,

因此 凡‘是机动容许的 故有
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月

艺 嘀
”一 。

口

月

艺 “百 “
‘

一
右二

式对所有的 均成立
,

所以有
月

叉娜心
‘ ”“

犯

由此说明
,

由于
‘

是塑性流动因子
,

使得艺 百 , ‘二 。为恒等式 相反
,

若叉“百 , ‘

则 下 兄‘是机动容许的 故 式可改写成

⋯犷洲
扣
一

丸 。 少

显然 与 式完全相同 这证明了
,

对超静定结构
,

下限定理和上限定理 的 线

性规划格式满足规划论的对偶关系 它意味着由 式可得到一个不破坏屈服条件的载荷

安定因子和残余应力场
,

由 力 可求出一个相等的载荷安定因子和对应的机动场

对于
、

的规划格式
,

并不保证只有唯一可行解
,

即残余应力场和机动速度

场不一定唯一这是由于屈服条件线性化和不考虑加卸载路径等因素造成的
结构破坏形式的判断 交替塑性变形破坏在载荷循环内没有新的塑性应变产生

,

即

久 。 累积塑性变形破坏有新的塑性应变产生
,

即 久等 这样
,

根据 凡的值可判断结构

破坏形式 对于累积塑性变形破坏
, 久的值对应于破坏机构

、

的格式是建立在古典安定定理的基础上
,

它只适用于理想弹塑性材料
,

结构发生小变形的准静态加载过程 当载荷不随时间变化时
,

安定分析退化为极限分 析
,

因

此可用极限分析结果间接检验所得规划格式的正确性

六
、

算 例

为检验前面所得结论
,

本文作了两个简单算例

图 所示一次静不定梁

为方便引入无量纲量

万 尸
顶了二 士丽万 万万
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为梁弯矩
, 尸为截面塑性极限弯矩

,

为 处支反力
,

即冗余力 根据前面公式求得结果

如表一
,

这结果与一般弹塑性分析结果完全一致
‘

表中第三项为极限分析结果

图 所示为三次超静定框架
犷

取尤量纲量 丽丁
” 而万 阴

山

丽兮
占 , 西 尸

尸 。 不万
, ,

犷 为冗余力
,

截面的弯矩
,

丽了 几二不瓦

剪力
,

轴力 基准载荷变化范围

任
、

〔一
,

〕
, 。任 〔

,

〕

计算结果列于表二
,

它与文〔 〕利用弹塑性分析所得解相同

表中第四项为极限分析的结果

表

基准载荷变化范围

载荷因子 一 , , , ,一一 下一 一
结构破坏形式 残余应力状态

一一一 , 卜‘立甲一井 , 土 , , 导
一一止竺一一卜止卫二上

一

卜军牛‘氏罗墨婴于卜一一二二‘

一二竺一阵竺里
‘一卜止兰兰一竺理攀土阵星兰一”·

一
上

·

载荷因子
残余应力状态

静定荃取法 破 坏 形 式

。 。

点处同时放松

点处放松

点处放松

一 。

。 一 。 。

。 。 。

交替塑性变形

交替塑性变形

交替塑性变形

点处同时放松 一 。 一 。 一 。
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