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提奥 本文分析双线性硬化的 。 模型的后屈曲和缺陷敏感问题 先给出一个解析

解
,

再用模型承受最大荷载时卸载区长度为定量的特点
,

以卸载区长度的变化为参 数
,

在卸载区

为零时和模型承受最大载荷时分别作摄动分析
,

并连接它们
,

得到后屈曲和缺陷敏感分析 的 渐近

表达式 本文并详细讨论了文中提出的方法在具实工程结构上的应用问题

关键词 塑性后屈曲 缺陷敏感 亡五 模型 双线性硬化

一
、

引 宫

受压结构的塑性屈曲一般是在屈曲时继续加载多 受载极限在进行了一有限量屈曲后变形

之后达到 对塑性后屈曲和缺陷敏感分析
,

须同时计入材料和几何的非线性
,

难度较大

年作了开创性的工作
〔” , ’ 从一个模型入手

,

然后讨论三维结构
,

他

试图将弹性屈曲的 理论引入塑性屈曲 但由于方法上的缺陷
,

未达预期目的 特别是

缺陷敏感分析
,

在模型上也未实现

曾重新研究 模型 〔
“ ’ 他立足于寻找从最 小 屈 曲 荷 载

切线模量公式 和最大屈曲荷载 折减模量公式 之间任意荷载开始屈曲的屈曲后最大载

荷的轨迹 他的方法没有渐近性质
,

也未能在真实结构中推广

因为缺乏实用的塑性结构缺陷敏感分析
,

和 提出用亚弹性本构 关

系替代弹塑性本构关系进行缺陷敏感分析
〔 〕 ,

由于忽略了屈曲后卸载
,

这是粗糙的近似

缺陷敏感分析
,

要将缺陷对结构承载能力的影响表示出来 理论在弹性结构中之

所以成功
,

是因为结构若缺陷敏感
,

屈曲载荷是个极值点 当塑性结构不同时
,

屈曲的同时

继续加载
、

塑性结构的后屈曲和缺陷敏感分析都需要有有效范围较大的渐近表达式
’ ·

的方法 〔‘ 〕
,

用屈曲后变形的屈曲模态分量为摄动参数
,

没有成功
‘

我们试

图寻找其它参数 结构屈曲后卸载区随外载的增大而扩展
,

其长度可作摄动参 数 遗 憾 的

是
,

这个摄动参数摄动的结果
,

有效范围不够大 但在分析过程中
,

我们发现
,

本构关系为

双线性硬化时
,

模型承受最大载荷时卸载区长度为定值 用相对这个定值 的 卸

载区长度变化为参数
,

可在最大载荷附近进行第二次摄动 只要将第二次摄动的结果与第一
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。
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个摄动结果连接起来
,

便得到有效范围足够大的渐近结果
、

本文第二节先给出
“ “ “。 ”模型的一个解析解

·

第三节
、

第四节作无缺陷和有 缺 陷

模型的摄动分析 这些分析中都假定模型为双线性硬化 第五节讨论本文方法在真实结构中

的推广
,

二
、

模型和它的一个解析解

如图
,

模型由两个弹簧和一倒 字型刚架组成 弹簧 反映几何非线性影

响 连续弹簧 反映材料的弹塑性
,

具有双线性硬化本构关系

一 ‘ 任

二 万 任

若 一 二
二 ,

若 一
, ,

、‘

︺﹄

毛并或

式中
‘

和 见图
,

为切线模量和弹性模量
,

是变形中最大应力的绝对值 任是应

变率
,

上标的一点表示对时间求导
,

其中
、

夕如图 所示
,

’

任 “

为位移分量

生生东丰羌条零零节节
,, 洲护护 尹 洲 子护护

才才

尸

, ’令 ,不
石

〔‘

《比矛

图 模型

乙
掩︸

一一

。

尸

模型的率平衡方程为

、尸 。、、 十 二艺 一丁
‘ ‘·

乡 一

文 〔 〕对这个模型的屈曲和后屈曲有详尽的描述
·

尸一 尸
。
一

普
亡

公时模型屈曲
,

并在图 。 中万 。 点卸载 卸载区随 尸的增大向右扩展
,

直至最大载荷
。

记任一 尸

时
,

卸载区长度的无量纲量为雪
亡 十

式中 为卸载区右端点
,

满足中性加载条件

⋯
任 “ 口
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以亡作时间度量
,

即

圣
一 女二一
‘

并将 一 式代入 一
,

利用 得

器
一 二

,

以
一

一韵
, 。

二
、 ,

尸
, , 二

令
。 , , , 。

、 十 夕 才 , 尸 十 厂 十 艺门 乙 乙 十 佗 ‘ 乙
‘

。 ,

乙 乙
乙
‘

乙 , 二 十 阴
‘

份 一 阴
二

分
、吞 乙 匕

式中 二
‘ 一 ,

这是微分方程形式的平衡方程 对 作雪的微分
,

并

代入 式的结果
,

整理后便得

从亡

。

亡、
解 气‘ 一 下 刀
、 ‘

一

一髻
· · 。 ,

〔卜 一髻
一 · 。
〕

门口一乡﹄一

式 中 , ‘ , ’

时上式有解

, “ 万 ,一 ‘ 一 一
‘ 一

三〔手
一

愧铲
甲 ·

一

一
十

阴
十 丁 刀
艺

阴乙
二万一 丁七 , 书 书 牛牛井井弓 十 七
胡

,

一 爪 十 阴

其中 为常数
,

由初始条件互
,

确定

今口 将 代回 一

是卸载开始时转角
,

由第 四节 给 出
·

式
,

便可写为尸的雪函数表示
,

这里 不

再给出

由 式可得一个对以下分析至关重要的结论 模型承受最大载荷户
,

时
,

止 、、
二 乙几 , 二

茂刀正似
。 ,

勺 兀大
, 出 一万育 粼山刀“

卸载区 长

互
。
〔杯 十 十 〕

三
、

无缺陷 模型的后屈曲

这是图 中万一 。的情形
二

前已证明
,

模型最大承载尸
。

对应的卸载区长度为亡
,

用这个特点
,

在 “
,

即尸 尸
‘

处作第一次摄动外
,

还以亡一 互
。

为参数
,

在雪 雪
二 ,

次摄动
,

并连接它们得到有效范围较大的摄动解
。

乙 处的摄动分析

亡, 今 ,
。 , 口 , “ 。 。 ,

因此

尸 尸
。 ,乙十 止“ 尸 。止 十 ⋯

夕 ,雪 ‘ 夕 ⋯

我们除以乙为参数
,

即 尸 尸
。

处作第二
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将上述摄动展式代入 一

骤
,

确定

并用 一 消去 “
,

按常规摄动步

口, , 二 , 二
一 ‘击

·

尸 一
’
五

‘

” ,

。 一 一箭警
。 ‘ 衬 ,

·
一 ‘五 “

扣
‘
五 夕‘ ’

,

乙二‘刀处的摄动分析

以雪二 亡一 亡
。

为摄动参数 作摄动展开
尸 二 。 尸了舀 户育省

‘ 蓄君“ ⋯

, 十 雪干口变舀“ 育君“
一

卜 ⋯

式中 为亡 雪
。

时模型转角 上述展 式 代 入 一
,

用 一 消 去

, ,

常规摄动法求解得

。 ‘ 一 , 。 一 壳 ,

全
,

。 , , 、 ,

百
,

一
, ‘ 、 。 、

“ 气刀 十 “。‘” “玄 “飞 丁 ”“ “ 。 一 ” ‘气口
‘

尸穿
亡

口扎
。 , ‘ ,

厂百 一了 乃
‘

乙
‘ 。口万

‘

老

式中

胡
班 二了 十百 氛

胡
一 丁亡二 。雪

, 切
一丁 二
‘

份 一‘二
‘

一

晋“ ‘
, ,

一 一 “
,

万 ’
, 口

一 ’

两个摄动结果的连接 一
以上两个摄动结果

,

即 一 和 一
, 尸

。

处的摄动是确 定 的

尸 ,
处摄动

,

待定 夕
。

应由两个摄动解连接定出 因为两个摄动结果是同一函数 不 同展开点

的展 开
,

可简单地令它们在亡二 雪 时相等
,

即

尸 ‘ 纽
一尸

·

〔
‘ 十 尸

令
十 尸

令
’

以令
“

一 尸 , 十 尸 一粉
“ 十 尸 一

令
“ 十 尸 一

令 卜

由此确定了口
二 ,

完成尸
。

处的摄动

二 时摄动解与解析解的比较
仔 时

,

两个摄动结果是

尸 一 尸
‘

〔 衬 心攫粉寰笋
十 ”

·

〕 令
、 , 。

口, ‘ 。

。
月 一 名 口 , 一

,

一 下刃 一一自
‘
一气下二 ,

叹 凡 上‘ 几
〔 衬

之 份 、尸一一一

、、夕

一

一

卜 十
一 ,‘“

二

〕“ ⋯
二

右
,

芬‘ 一一石
‘

夕
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由连接条件

口二 二
一

式中
。 。 厂 乙二
。 厂

。

十 二一夕二了 , 二 , 二

一
一

一

、 乙 十 汀

阴 衬 ,

、 “

亡孟
十

,

二

号
尸
。

香
尸
。

, ,

一
、

乙已
万万万下 “ ‘ ”七 ””‘万 十 化 ,万“ 庵二

乙益
〕

一石下下厄一 又
‘

、 乙 几

雪品
一丫

二二 一二一丁二 一是厂一 一
找 乙

乙晶

若
, ,

·
, 、 “ ,

则互
, “ 理 ,

, 。 。 , , , 。 。 。 、 。 。

、
。 , 亡

,

、
, 、

二 厂
‘匕 土 十

·
“ 乙。
一
。
·

窿石 ‘ 一 十
’
“ 、‘气一厄

一 , 灭汤
· 工。 ,

尸 尸
。

〔 一 亡一 雪
二 “ 一 雪一 亡

二 “ 十
·

,
。

亡
。 、

吃 ‘芬多一蕊一 刀
、 乙

同样条件下
,

用亡,
,

确定 式中
, ,

并代入 一
,

表 出

尸 亡
,

将其在亡 和 亡 亡
。
处展开

,

得解析解结果
。

〔 亡
“ 一 雪

“ ⋯〕 雪

〔
,

一 乙一 乙
。 “ ⋯〕 亡、亡

。

比较 立 和 为 一
,

易见本文摄动结果有较大的有效范围

和较高的精度

四
、

模型的缺陷敏感分析

这是图 中夕 沪 。的情况
‘

这时模型不再有分支 本节研究缺陷对模型最大 承 载 的影

响

就 ”‘“ 协 玖模型
,

外智较小时
,

整个连续弹簧都作塑性变形 尸增大时
, “增鑫

·

当尸为某个值尸时
,

模型将在 处开始卸载 卸载区随尸增大而护张
,

直至 尸达最大值尸
。

尸 刃时
,

模型衅作非线性弹性变形
,

可用 ““ 理论描述 并枣出卸载开始时外熬尸和
转角

‘“ ’ 尸 尸时
,

模型的分析需要新方法 下面在 已 知尸和 的基础上作尸 尸时的

分析

注意到 时
,

尸 净
。 , 尸 ,

净尸
仍 , 尸 ,

即无缺陷时模型最大承载
·

可 见尸 尸 的

分析与后屈曲分析对应 又由第二节证明
,

亡
二

与 无关 周此
,

可沿用第三节后屈曲的分

析方法
,

以卸载区变化亡和 雪一 雪
。

为参数
,

在亡 和亡二 或
。

处分别摄动
,

并连接两个摄

动结果完成分析 仍以亡为时间度量
,

一 仍适用
·

佳 处的摄动分析

右、 今尸 , 尸
,

、 展开尸
、

为

尸 二户十双‘ 兀 护 十 只护
一

卜一
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二 口, 雪十 亡“ 十 亡“ ”
·

将上述摄动展式代入 一
,

用 一 消去
,

常规摄动
,

得

,“ 劝 口
, ‘

。 一 。 人 乡, 一 〔
。 一 人 一 刀

一擎 歹 。 。,

艺

衬 决 〔 ‘ ”乡,‘ 一 ’〕

·

〔
一

补补 ‘顽〕
一

警“
·

〔
一

鄂‘ 而
衬 决 、

一

‘。 百
一

卜 “

〕〔 “ , ‘ , 〕

‘ 一 ‘ , 节 。
,

石 。 。

了
‘ 一 。

二
厂 乙乙

’

‘
一 口 一了 乙

’

乙
一 “ 十
一万 一‘

一 口 ’

, 式中仇
、

与后屈曲分析同
,

见
,

砂 衬 一 ’ 丫 势 刀 、 , 、 一 ’

时收敛于 式、 今
,

故 式 、

,

乙 乙
,

处的摄动分析

以占一 乙一 省
。

为参数
,

摄动展开尸
、

口为

尸 二 尸 。 十 尸全雪十 尸吉省么 十 尸言占“ 十 ⋯

口 口二 时省 吉占
“ 十 口言雪“ ⋯

代入 一
,

并用 一
,

摄动求解得

尸 。 ‘ “ 一 , ‘ 。 一 ‘ “ 益

公一砍“ 励 “初 , 补 一 。 决一合尸
“场砂

决 一叫
十

〔
·

补静补
·万

,

。 丽 〕
万者一普

‘五 “万 , 一 生
, 。

了 〔 、 , 二

〕
一 ‘

式中有关系数的定义与 式同 显然
,

式在 时收敛于 式

两个摄动结果的连接

和后屈曲分析相同
,
尸 。处摄动还需 确 定

。 ,

自然也由下式给出

认
,

节 亡
阴
、 石

一

乙
。 、 节 , 乙

, 。

、“

尸
一

铲一 厂 个
“

、丁
寸
一

厂 “、丁
十 厂 “、丁

十 ”
’

一 ,
。 十

叫
一

令
十

叫
一

令 万 一

令
十 ⋯ “

,

,

因为 口是 的函数 〔
’ ,

确定的夕
二

也是 的函数
,

由
,

代回 式确定 尸
阴

与 夕的关系
,

这就是缺陷对模型最大承载能力的影响
,

即缺陷敏感分析的最终目的
二 时摄动解和解析解的比较

由文 〔 〕
, 一 时

,
·
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一 。护 雨
,

户一 尸
。 一 尹

。

言 补

式中 口 表示 阶小量

。 杯万〔 二 〕“ , 二 、‘

与 式取同阶近似
,

略去带 的项
,

上三小节的结果为

尸 尸
十

叮
一 ‘ 仁

一

合, “ ,
。一 , 公一枷 〕乡 令

, 。

才
户

二
户 口
厂

艺
了, 一

、工 ,瓦 一 』全丝兰红雪 一去共
一
〔 、 。 。 。 、 。

艺

“ 扩 , 。
〕君“ 今

一

今乙
口。

一一
十

式中
。 。
如 式

, 夕。
、

见 一 式
,

了一尸
·

〔
一 ‘十

,

‘ 一静 子
十 沪。一 砂 一华砂

, 一 一 , , 一 一 , 警
一

将 式代入
,

注意到 式

劝 二 气犷 ‘ 十 了势
吞

’

吞

二 。 。 , ,

。 , ,

了
,

二
、

全
一 。一 川 一 ‘ 几 乙

一

‘
一 ’ 亨 匕 气 ,

仃

这就是缺陷敏感表达式
,

它揭示
,

模型的最大承载按缺陷的

若对 进一步简化
,

略去带亡
,

的项

玄幂次下降

尸 尸一 一 尸
。

尸一 口、 一

与文 〔 〕的 式相同
,

它与有关数值计算结采的比较
,

文 〔 〕有详细的讨论

五
、

讨 论

以上各节分析了双线性硬化的 毗
。
模型 真实结构远比模型复杂

,

本文方 法 若

在实际结构中应用
,

还需克服许多困难
,

最主要的还是本构关系非双线性硬化和模型与真实

结构间的差别

本构关系若不是双线性硬化
,

模型的亡
二

将与口有关 但一般模型最大承载很少超过屈曲

载荷的
,
·

用双线性硬化逼近屈曲后本构关系还是有效的 而且
,

我们曾作过计算
,

采用

对应折减模量屈曲公式的卸载区长度为一次近似
,

以本文摄动方法为计算方法
,

迭代求解
,

可以很快逼近真实的卸载区长度

本文方法的关键
,

是尸 处的第二次摄动 这要求对结构承受最大荷载时的卸载 区 有 个

估计 可以证明
,

对梁柱
,

用一般梁理论
,

和 模型一样
,

就双线性硬化
,

最 大

承载时的卸载区与 无关
,

可简单计算出
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如图 示
,

一点应变率为

梁受尸作用屈曲后
,

达最大承载尸
。

以 任标辐 匀应交率
, 亏标旋转率

,

任

￡ 任 粉 八一 内

相应的
,

卸载区端点坐标 的定义式是 一

任 十 专 今 任 一 ,

尸 尸 ,

时
, 尸

乡一方一 丁

,

因此 图 受压柱的卸载区
, , 、 , , 、 , ‘ 「
从 一 十 一二犷

乙

‘ 一 击母
“ 一 。

式中 为梁截面宽
,

为轴向应力
,

由 式
, 尸 尸 。时

,

梁的任一截面卸载区处处

相等
,

与缺陷无关 这就证明了我们的结论
‘

本文方法至少在梁中可以应用
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