
第 卷 第 期
, 年 月

力 学 学 报
人

, 。

‘

叮
,

三 元 非 定 常 流 的 面 迹 法

冯 奇 张惠民
南 京 航 空 学 院

提要 本文对一般性的三维非定常流动
, 通常引入面迹的概念 , 将三维非定常流动 或定

常流 转化为面迹上的二维非定常流动或三维定常流动问题 该理论为解三维非定常流或跨

音流提供了一种可能的新途径 对叶轮机内较复杂的流动问题
,

可通过该理论来简化研究模

型
,

使理论和实验研究得以简化

关镶词 非定常流
,

跨音流
,

叶轮机

引言

对三维非定常流问题进行研究
,

不论是理论研究还是实验研究都是一项复杂和费用

昂贵的工作 若能将问题简化为二维非定常流问题
,

则其工作量和研究成本将大大减少

对叶轮机内定常流动
,

吴仲华先生的两类相对流面理论 成功地将三维定常流问题转化

成流面上的二维定常流问题 对三维非定常流
,

流面可能是随时间变化的
,

所以流面理论

不再适用 本文旨在建立三维非定常流的相应理论

面迹的概念和性质

首先提出物质面的概念
,

物质面是指流场中流体微团组成的曲面 面迹是指随时间

的推移
,

流场中某初始指定的物质面随其上流体微团运动而运动的变化历程 对任一瞬

时 , 面迹对应一个由初始物质面上的流体微团组成的
,

空间位置和形状都发生了变化的空

间曲面
,

且可以证明 初始指定的连续的物质面在流动中将保持连续 面迹在直角座标

系中可写为 二 , , , ,

若将其写成各种显式形式
,

由此将导出不同形式的变换后

方程
,

据此定义各种类型的面迹 定义 才 , ,

形式的面迹方程为 型面迹 定

义
, ,

为 型面迹
, , ,

为 型面迹 , , ,

为 型

面迹
, 、 、

统称为 型面迹

由于 圆柱坐标系中
,

面迹的概念
、

性质
、

及其上方程的推导与直角坐标系中完全类似 ,

故以后以直角坐标系为主进行推导

流体微团沿迹线

业
二

业 一 , 些 一 ,

对 面迹
, , 时刻 , , ,

为一流体微团面 ,

这个面上所有流体微团在 不十 ,
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时刻仍组成一个曲面 ‘ 办 工 众
, ,

‘ , 二 , ,

一
, ,

对等式右边作泰勒展开 , 并取其一阶项得
,

击
,

石,

‘ 一 二 二 宁 二犷一 宁 花犷一 忿

二 口 盆

, , ‘

一
、 , , ‘ ‘

,

一一 一
,

一
、

上 ‘ , 、 ,

一
, , 、 , 。

药处茂以厄 三 羽佰坷四赴水俪钾
。

上八阴砚回陈以 , 开田 ,八伶

一 “

鱼 十 ,

口 —十 留
口

对 型面迹 , 与 面迹类似 对 面迹 一
, ,

有
。 一 鱼 十 ,

鱼 ,
一

玉
口 口 忿

对 面迹 夕 , , ,

有
,

卫 山 父 二 ⋯ 石芝
扩

— — 肠

—
习一 翻犷

—口 口

对 面迹
, , , ,

有

石宕 石忿

即 —
, 翻

—
气尸 夕

—才 口二

任一参数 沿面迹的偏导数和随流导数 对 型面迹
, , , ,

幻
, 任一参数

心 一 叮 二 , , , ‘ 宁 , 夕 , , , 夕 , ,

故

、、产、‘,产了、产且、

十 旦生 鱼
口 二

、‘、月了、了八甘︸“甘,几户、,几,人

了、‘、

石
二

二
‘

石 二
吕一 夕

—
〕 互

名

, , ‘

翻

口一名目石一口目

︼‘,一
髓流导数

面迹以 面迹为例
,

其余类推 面迹上

叮 , , , , ,

互 一 互 互
了 容

, ,

乡

口容

宁 。叮 上 。宁 石二

一 — — ——
石宁 口至 二 口叮 石

— —
】一

—一忿 口名 二 口

随流导数

互 互 十 ,

互
似 互
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百迹上的方程

三元非定常流基本方程

连续方程
口 “ 、

二二 一 二 十
口 ,

口梦

十 旦处咬 一 。

忿

动量方程 一一

月夕 一 鲤

即一由
留

君
十 产

,

能量方程 丝 一 吸
忿

功
·

价

型面迹上的基本方程

在面迹上基本方程推导时
,

所有的粘性项都当作已知函数考虑
,

故其形式不变
。

连续方程 , 由 及
、 、

得
“ ,

,

口沙 石 留

— —
, 甲

— —
,

— —口夕 口 , 名

口留 石
月

— —口了 君

一才石一口
匹丝 匹丛

口

口 , 、
月 一任一 一

之

令
,

日 夕

一 — — 一 —考 口 口 口才

得 屯么丝 十

口

日
,

口

乏十 匹鱼叫 一 。

口

留“润,贝

动量方程 , 对 方向
,

将
、

代人 得
‘ ,

石竺 二
,

亘些 二
,

亘竺 工 日 二 工 即 石毛 山 百 二
月口 一

—
百 心沙 一下

— 一 一 人 一 己 , 里

— 一一 一

—
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才
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类似于对 方向
,

对
、

方向有
。

鱼 ,

口
匹 工 孙 二 。 一
几 — —

。 盆 ”” ,

互加压
,

鲍 十 , 日留

口名
十

, ,

鱼击丝

此处
‘

对定常流
,

粤 一

若贾留目 二一

一
口 , , 口 百

口 口 口 口多
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能量方程
,

将 ,
,

一 工李 代人 。 式 , 得
口口

丝 互 , , 币 田
·

面迹上的方程

对 面迹上的方程推导以 面迹为例
,

对
、

面迹完全类似
。

连续方程 将式
、 、

代人
,

连续方程化为

匹丛 亘恤巴立 亘娅哟 一 。

才 口 口忿

鱼’知一加其中 旦竺五 一 丝
才

夕 百
二 口

动量方程 将 式代人 , 式
,

对 ‘ 方向

石, 二 二 “ 、 石超 户 二 ‘ 。 二 ‘

二尸 一】一 犷 二了一 翻 , 二丁一 — — — 二一一 —
,

】 ,

忿 口

类似地
,

对
、 二 方向有

鱼 十
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吕口
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, ,
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多
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令

十互加一
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勿知一

孔一加即一加一
一

, 工 互 巫
二

,

,

一 边 业 龟
溉 口一 ’

将 式两边同乘以一 工 擎
,

得
才

“ 一二 , 一,

能 ”“ 由合器
一 告豁

一 合豁
留 , ,

。兰 旦
刁 月

, , 能量方程 式变为

丝 一 五 工擎 十
, 价 。

口

讨论

从上述面迹上的方穆可看出 型面迹上的方程是三元定常流形式 型面迹上的

方程是二元非定常流形式
,

可以证明它们是双曲型
、

弱守恒方程组 对理想流
,

可以看出 。

和 面迹上的方程组都是封闭的

型面迹上的方程的求解域是在一定的时间历程中
,
某初始指定的物质面其运动轨

迹所形成的三维空间 型面迹上方程的求解域是面迹在任一瞬时对应的曲面
,

实际解

题时
,

面迹类型的选择取决于解题的方便性 若已知某簇面迹
,

则用该簇面迹上的方程配

以适当的边界条件即可解出拢场
。

如对理想流 , 固壁 , , ,

心
,

有
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对 面迹
石 石

“ 一 一 月 夕

—
留

对 面迹 沙

—

百

口宕

, 丝 一 。

口名

而一般在未知或不能确切知道面迹的情况下 , 需 安面迹簇之间的迭代
。

对定常流
,

若采用 型面迹
,

则其上述方程组中
,

,
二

,
,

, 一 。

·“偏导 ”为“
豁

一

豁 豁影
,

而 豁
一 。,

所以
豁

一

豁
·

,

,
,

一 以

即 型方程在

定常流下与未变换的方程完全一致 若采用 型面迹
,

当初始物质面不 是流面时 ,

则通过

面迹
,

三维定常流方程变为二维非定常流的形式
。

比常用的时间相关法少一维
,

故它也是

解决跨音流的一个可能途径 当初始物质面正好取在流面上 , 则面迹退化为流面 , 面迹

上的方程变为与流面上方程一致的二维定常流方程组 可见 , 面迹理论是流面理论的推

广
。

对非定常流
,

若采用 型面迹
,

则流动方程在面迹上变为三维定常流方程的形式 若

采用 型面迹
,

则面迹上的方程为二维非定常流的形式
,

问题就降了一维 特别当面迹不

随时间变化时 或变化小到可忽略
,

则面迹也是一个流面 ,

其上方程为二维非定常流方

程 由此可推知 如果流面是随时间变化的
,

则其上不成立上述推导的方程
,
亦既不能通

过流面来使三元非定常流降维

对叶轮机内复杂的非定常流动问题 , 由于叶轮机的结构特征
。

有可能较方便地知道

或近似假定出面迹
,

从而可简化对其理论和实验研究
。
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