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变质量高阶非线性非完整系统的

广义 方程
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本文由变质量力学系统的万有 , 原理导出变质量高阶非线性非完整戒

方程

关桩饲 变质量 ,

高阶非完整系统 , 广义 , ‘ 方程

引言

年意大利著名数学家 利用他提出的
“
运动学特性

”的新概念
,

建立
了力学系统的一类运动方程川 这些方程称为 方程

,

它适用于线性齐次
、

稳定
的非完整系统 年梅凤翔将 方程推广到非线性非完整系统切

本文由变质量力学系统的万有
’ ’

原理导出变质量高阶非线性非完整系统
的广义 方程

变质 高阶非线性非完整系统的 方程

设有 个质点组成的变质量力学系统
,

相对于惯性坐标系运动
,

其位形由直角坐标
, , ,

⋯
, , , , 、 确定

,

点的质量为
, ,

⋯
, 二 。

令夸
,

杏
, ,

杏, 一
,

⋯
,

夸, 一 二 , ,

歹, 一 一 夕, ,

畜、 二 拼 。 一 那 , ‘ ,

⋯
, 。

。 、 一 娜 ,材 一 , 作用于质点上的主动力为
, , , ,

⋯
, , , 一 ,

, 一 , , , 反推

力为
, ,

怪
,

⋯
,

氛
一 ,

氛
一 ,

乳

设变质量系统受 个理想完整约束
。

杏
, ,

, ,

⋯
, , ,

⋯
,

以及 个 二 阶非线性非完整约束

, 条
,

雪, ,

一
一

,

易
,

条
, ,

,

夕
, ,

⋯
, , ,

⋯
, , ,

⋯
将 对时间 , 求 阶导数

,

有

条丛婚习间

其中 为不含 乡之项

本文于 , ‘年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
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引人
〔 一

。 一 , 一 个运动学特性 凡
,

使点的 阶速度为

寡一 ‘

获, ”
’ , 一 一

岛
, ,

,
, , ,

⋯
, 。 一

, ,

⋯ 。 一
, ,

⋯
而 和 成为恒等式

,
即

一

乡
,

易
,

⋯
,

氛
,

歇如粼 ”
‘ ’ 一 。一

凳丛
不几 口条

戮
, ,

岛
,

⋯ ,

务
,

凡

, , ,

,

十 二

,

变质量系统万有
’ 一 原理可以写成如下形式

习 一 , ‘
参 ‘ 梦 条

条 占务
· ·

一 乡 。
一

条钾 一 , ,

⋯
我们研究理想约束情形

,

此时原理 中的 , 便是作用于质点上的主动力分量

由
,

广义虚位移满足条件

摆 一 全
一

一

毕万

口 凡
一

其中 口 凡 为运动学特性

到 型方程

凡 的变分 将 代人原理
,

由于 次
一 。 彼此独立

,

得

一

艺 。怎客 全、

共 觉、

客
一 。

凡
‘ , 凡

‘ , 口凡
。 一

, ,

⋯
, 。

现在变换方程 外

设系统中各质点的质量为 ‘ 的

用直角坐标表示的系统动能
。 一
合客

、“

,
。 一

客
考考

亡

合蒸
·

切习间讯一
觉、汽耳

。

戈份‘自乡 十

。

,

向乡乡 ⋯十

’时
慈“合‘,

曲上可得

旦工互

舀
,
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邢 一 少

令 为 。
中借助于 消去 夸‘而得表达式

,

有
一

氛
一

凡

·

务肋
切习

佃各一卜一

一黑
一 堂尊凡 ‘一 ’ 条

于是

一 觉
。‘、

‘

客‘一 氏
艺 、妄

〔

主 卫鱼 、
由 。 七

,

几
嘿帆一

十 习 而妄 条
一

凡

将上式代人方程 一 ,

则得

。 易剖喂孰 一 ‘
·

’“

’口

一
, ,

⋯
,

其中

若
。

一 艺 凡 乡
一

凡

一

掌、 、,

善凡

我们称方程 为变质量高阶非线性非完整系统第一形式的广义 方程

如果 , 一
,

则
、

式成为

丙 凡
一 习

。汤釜爵
一 ”

·

十 二

一
, ,

⋯
,

其中

老
。

一 艺 扰 一 习 犷 示‘昌 易
凡

间伪酋帆

方程 就是变质量一阶非完整系统第一形式的广义 方程叭
如果 。 一

,

且 城
,川

常最
,

此时方程 可化为

一 习
声

用口 才 一 一
‘

一 石
, 。 一, ,

⋯
,

丝
‘一由

方程 与文献 的结果相同

现在引人对准坐标
‘ , ,

的偏导数记号

一粼一澎
一

垒 艺 紧
,

,

‘
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于是
,

有
‘

专
, ,

习
、

含里澎‘

由于
一

口
一

,

一
协 口 。 肠

一 自 一爪二犷 一不在布 丁

一 ,

一

口 条

将 代人
,

并注意
,

得

幻 尽 乡 口 乡

誉
一

敷蒸普斋 脊青
一

蒸
、易

斋
。 一

哈备
一 一 艺

‘

、、一一一山扣七﹄一卜‘

口工”
一八口

、七一幻,
,即﹃卜︸叫一

再将
,

代人
,

经过整理后
,

有
侣一 》

凡

乡
邢一

凡

︸一︸凡一口一丙

一

淘
一 瓦

。一
‘ ,, ”

’

,

肠

外

我们称方程 为变质量高阶非线性非完整系统第二形式的广义 。 方程

如果
,

则方程 刃成为

由
口 洲口 习 妄 三卫鱼一 脸、一 茜

。

十 税
由

,

凡
。 , ,

⋯
,

其中

宕
,

一 习
, 釜

二 一

发
十 ‘劫釜

方程 是变质量一阶非完整系统第二形式的广义 方程

如果 。 ,

且 甲 常量
,

此时方程 可化为

书
一

, 。易 时八

一 —一
一

子扮宜反‘

— 一
‘二口

凡 击
口

二
’

一 、由 凡 口凡

方程 与文献〔 的结果相同

变质 高阶非线性非完整系统广义坐标形式下的广义 方程

设变质 力学系统中各点的质量 构
,

系统受理想约束为
、 乙

。

设点的直角坐标 如用 。 一 个广义坐标 , 及时间 ‘ 表出
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肠一 易 宁
, , , , ,

⋯
, 。 ‘ , ,

⋯
,

这样
,

完整约束可 自动地得到满足

乡

若

乡器
‘

器

客黔 客鑫护乡
乳口叮、

“ , 艺
‘

夕一

护务
奋

, ‘
,

‘

攀一 全李犷
, 价

不含
七一

肠 之项 ,

由上可见

鳗
抢一加儿七盔臼口

‘

一口

一

取运动学特性 凡
,

使
‘

东一 ‘

菜
, ,

岛
, ’ ‘ ’

, ,

及
, ,

⋯
, 。 。 一

, ,

⋯
, 。

,

, ,

,

,︸岛
,

将 代人
,

并记作 乡

偷
一

客器
‘

款
一

⋯
, ,

⋯
,

的

一

叙
,

幻
,

⋯
,

自
,

凡
,

现在变换方程 中的各项
一

令 为借助 式消去 叹
, 中的 ‘

攀而得的表达式
,

即

一 一
。

衍

一 艺 势 影生
,

价

佃乌 一

令 为用 式代人以后所得的
,

即

佃年 一 一

汁 一 , 叙
,

幻
, 二 、 幻

,

凡
,

我们有

口

一
一

分塔
一

慈
价

、

口 凡

炎塔赎,

二 口如 口凡

之炎塔螟共,
皿 ’

二 口肠 口价 口

《 一

一二

口凡

亦即
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之 一

‘一丙

, 曰

,︵
球

浮

佃瑞

, 心

凡
月卜口

一

口曰

吸。一 。一

一

凡

全琪客
·

习
口粉

,

‘

东
‘ ,

口 凡
一 口 价

一

口凡

十 分分塔善口亨, ’

乳
一 儿

凡

炎华嘻口条 ‘

分《 丫孙
‘一 ’ 口 条 口凡

一 幻

一 压

‘

由 式
,

我们有

口一一,

己一勺
一口︸川

七虱一
·

习︸
一

, 乏
一

口凡
·

习通 丛处
‘ 。‘

式
‘,

鳗兰 ,

, 丙 。‘

式
‘,

暨娜一山习
舍一

口’
一

凡
一

乡
一

分
」

嗯 戴
, ‘ 价 凡活。

于是

〔

份
兰 纵乡

山
, 一 哄一分些 兰

一‘

口凡 ‘
, 几 口’ 由

凡

十 全客卜
一

盒
, , ,

乡
,

一

崛月
口 ’

夕

。
一

兰 鳗 一
礴 口价

一

乡
‘

东
”

一 女冀 拭
二

‘口 , 叹口

介二 全。 ‘

将 代人
,

得

三 乡 一 ,,
由 护犷 。 , 一 ,

犷奋 口 派口

白 乙 球
护月

一 —不

时
‘
‘

口 声
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佃一卜,
八一

一

间丝右乳一 习 一臀坛习
, 一 ’

凡 七一

令 。乡了一 碑

—
产

—
、 于口卜

—万二 , 由

最后
,

将
,

和 代人到广义

口
,

一 裸恶
才。

凡

方程
,

得到

善答
之 一

由
。一 一

, 才 , 惠
, 流客影

。

釜
〔肠

叭 仑 二
,

一 一 一 。 · 一

,

心

由于

蓉
。“客器

一

客蓉
, 一

。

条 口’

于是
,

可化为

‘ 。丫
, 。军

,

令 。军
’ 。罗

口口奋

— —
—

一
产

一
于诊口

— —
由 矛犷 ” 矛一 ” 二二 矛一 、 由 才乍

口 介 对 一
’

,’
口

,

、 分 二 ,

一 一二石写了 , 一 “ 口 一
妙‘

万。

, , ,

⋯
, ‘

其中

若
,

一 习
,

少一

口

,
一

口凡

“一蓉
,

器

武 艺 诚

少

口乳
一

凡

诚 艺 梦十 成劲器
方程 幻 可称为变质量高阶非线性非完整系统广义坐标形式下的第二形式的广义

。 方程

如果
,

则 式成为

旦全 令 户垃 匈
,

。么 、 。 一
,

一 兀哥一 一 月二 一丁二尸 气 丁一 几二丁 一
一 只 一 , 一 ‘ 「一

甲
凡 奋 公 、形 口尸口 口叮口丝肠一

。 一
, ,

⋯
,

其中

宕
。

一 习
‘

釜
一

客
崛
釜
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方程 称为变质量一阶非完整系统广义坐标形式下的第二形式的广义

如果 。 一
,

且 娜

全

常量
,

此时方程 可化为

一
冬釜 釜斋

一

尝
一 瓦丝阮一一帆一

, ,

⋯
,

方程 与文献 的结果相同

下面变换第一形式的广义 方程

将 和 代人第一形式的广义 方程
,

得到
闷闪曰

、
一

艺星 登
由 。‘

式
‘ ,

洲
、“ 客器釜 口

一

口 凡

乳又
一典年 兰矍、

蔺 扩可
” 口 ,

茜
,

祝

注意到

︸

间丝间际
一 少

乳

一

一

分塔一 口乡 郭
“器

国
一

忆扮
·

绝
一

‘

口 价 口
翻客令斋

一客郭
“刹劲

‘叫
’
一

口凡

习 。 一 ‘
雪, 。 一 向易

‘一

由于

·

习,
孟

一

一 川
口 ,

凡
将上式两边对时间 , 求导

,

得

娜 一

’ 口凡

产、口

釜寰
一

客子釜斋
·

鑫刹客令葡斋
切习

一

旦竺泣兰 乳 、

洲 考 ‘ 不沙
粉昌 ”

急异
口 凡
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十 习 向豪卫票导 全堂
口 凡

、 ‘ 了 乡 、 ’

,’, “‘奋「、
一

于而 万可万
口价 犷口

于是

艺
,雪, 条乏

一
。

‘

专
‘’

凡

一 又 夕 里七 兰 一夕军
二丁 。‘ ,

由 八‘

犷
乳 犷‘

一 堂
、 ,’。夕票票

一 全堂柳务

凡

、 了。雾
, 。览

,

尹 、

—
一 丁 七 气

‘

丫于
浮盆 、 。 , 。‘李厂”

乳 ’口

将 代人
,

整理
、

移项后
,

有

·

习︸
一

弓 令 。 ‘ 厂感、
念 念 一阁 万 、需

口争
份一

凡
‘

东
‘ ,

,

凡

份 一

, 、 、
, 、 又 , ‘ 口 ,

—
、 了“ —

,

一一
〕一 、材奋

—
, 省

一 —
一代 一 吮尸

。气
乍

, 一 ’

二二 。‘价 ,

南 。气

瞥
三

厂口 一 , 犷 ,

最后
,

将 和 代人
,

我们得到

, 一

’
而 一

一 一

,

方程

如果

方程

、户 口
,

、 , , 彩 二 尹
一 , 之 二畏冬 子一一谷共, 一 斗子一 共男二 。

汤二
几弋 灭价 。 , 巴, 二二 八‘

一
, 。‘代万 ,

口宁, ‘ 一 , 犷一 ‘ 叮,

口

。 一
, ,

⋯
,

就是变质量高阶非线性非完整系统广义坐标形式下的第一形式的广义

。
,

则方程 可化为

时 令 。 匆
,

令 。 匈
, 。 一 , ,

一百一 几不万 一 乙山 下万丁 一 石一 二二万 一 乙山 一二一 几获万 一 ‘ 口 一 甲口

‘ 几
‘

一 口留
, ‘若 口 ’

‘ 一 口价 口 ’

一
, ,

⋯
,

方程 就是变质量一阶非完整系统广义坐标形式下的第一形式的广义 方

程

如果
,

且 。 常量
,

此时方程 可化为

兰 丝
一 女些

一

兰鱼 一 女丛鱼
一 石

。 。 一
,

⋯
。

凡 几二 荃
,

击
。

二 乳 。

方程 与文献 的结果相同
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