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提要 本文利用小参数摄动方法
,

从一般情况出发
,

建立和完善了含圆孔层合板孔边层间

应力分析的边界层理论
, 使问题转化为一系列位于孔边径向截面的广义平面问题的组合

。

同

时
,

还建立了确定孔边层间应力奇异阶次的特征方程 所得结论适用于含回孔层合板面内任

意受载情况

关键词 层合板 孔边应力 层间应力 边界层理论 应力的奇异性

一
、

引 言

层合板的层间应力分析
,

是复合材料力学和复合材料应用中的一个重要问题 因为

层间应力影响层合板的强度及疲劳寿命

关于直线边界层合板的层间应力问题
,

国内外许多学者已进行了广泛的研究 一刃 但

是
,

对于含圆孔层合板的孔边层间应力
,

由于其复杂性
,

目前解析研究极少 夕。年代末
,

将直线边界层理论推广应用于圆柱坐标系
,

研究了含圆孔层合板拉伸时的孔边

层间应力 ’, , , ,

但在分析中未计及层间应力的奇 异 性 年
,

和

下 研究了销钉加载孔边层间应力的奇异性
,

其理论是建立在假定孔边应力
、

应变和

位移与孔边环向坐标无关的基础上

本文利用小参数摄动方法
,

从一般情况出发
,

建立和完善了含圆孔层合板孔边层间应

力分析的边界层理论
,

使问题转化为一系列位于孔边径向截面的广义平面间题的组合
,

同

时
,

还建立了确定孔边层间应力奇异阶次的特征方程
,

所得结论适用于含圆孔层合板面内

任意受载情况

二
、

含圆孔层合板的平面弹性解

考虑一含圆孔无限大对称层合板
,

孔 表面不受力
,

在无限远处作用有位于层合板中面

的面内载荷

利用经典层合理论
,

上述层合板可转化为等效各向异性板
,

其物理方程为
“‘ 一 ‘‘ ‘,

一
, , 一

式中
, ‘, 为等效柔度系数

根据各向异性板平面弹性理论
,

应力函数 满足下述方程

本文于 , 年 月 日收到第一次稿 , 于 年 月 日收到修改稿
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峪

扩
一 ‘ 口心

口
。

口 口
一 一

,

今

——
口 峪

上述方程的相应特征方程为
, ‘

一 , , , “ , 一 ‘ ,

曾经证明
,

该方程的根
, , ,

只可能是复数或纯虚数
,

而且
,

当上

述各根互不相等时
,

应力函数的一般表达式为
,

式中
, 勺 , , , 、

分别是
、

的任意解 析 函 数

根据上述理论
,

可以求得含圆孔等效各向异性板在给定面内载荷作用下的应力和应

变
。

例如
,

对于在无限远处作用有拉应力 ‘ 的含圆孔板
,

若圆孔半径为
,

拉应力‘ 的作

用线与 轴的夹角为
,

则板内应力为 ,
。二

片甲 砖甲三
, 。血、 甲 , 甲

二 ,

一 。 一 甲 甲

式中
甲 , 一 二一李华

一

一
一 ,

卜 一 , 一‘ 一 ,

怪气‘ 一 , 八 十 少

一 勺 、 一 介吐 、 十 血
鸡 血 、 滋。

按照经典层合理论
,

层合板内各单层的面内变形相同
,

且均处于平面应力状态
,

所以
,

当等效各向异性板的应变 。 , 、 ,

和 几
,

确定后
,

可求出任一单层 。的面内应力为

‘
·

夏 豆 夏 卜
‘

,

一 一 , 一 ‘, , ,

一, , ‘ ‘ “ , 丫二 ,

式中
,

吞
,

一
, ,

代表单层的刚度系数

由以上分析可以看出
,

按等效各向异性平面弹性理论所得应力解【例如式
,

虽

然满足孔边 自由应力条件
,

即

『 次 , , ,

但就每一单层来说
,

由式 求得的单层孔边径向正应力 形留和切应力弃品 却并不一定

为零
,

而只是满足沿层合板厚度方向的合力边界条件 可见
,

以上所得平面应力解不能精

确地满足孔边应力边界条件
。

为了求得含圆孔层合板的应力精确解
,

可在上述平面应力解的基础上
,

叠加一个无限

远处应力为零
、

孔边应力边界条件为
。二胃 一 二胃

、

三熟 一 季熟 。 , ,

⋯
,

的应力解

在平面应力解中
,

不存在层间应力
,

所以
,

含圆孔层合板的层间应力分析
,

即归结为求

解在式
一

所述自相平衡力系作用下的层合相应力问题
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三
、

孔边层间应力分析的墓本方程

本节研究当孔边各处作用有对中面呈对称分布的自相平衡力系时
,

对称层合板孔边

应力分析的基本方程

首先选柱坐标系
, ,

约 如图 所示
,

并

引人微小参数
·五一

︸

和无量纲量

二尸 , 勺
一
石

现在
,

利用摄动理论
,

建立分析孔边应力的平衡

方程
、

几何方程
、

物理方程和应力函数的一般表

达式

利用关系式
、 ,

得往坐标系的平

衡方程为

叮 , , 口 , , , , 。‘ , 。 ,

一 。 一

‘ , , , , , 。 刀 。‘ ,

叮 , 。 , 口 二 , , 十

设孔边单层应力场的分布形式为〔‘润

‘勺

,

,

。 办 。 ,

。‘ 一 。 , , , , 。

习
二 。 , 。 , , , 。

, ,

式中
,
试

‘ , ,

衬 为待定函数
,

且规定

”二

⋯
,

。钾, , , 勺 。

将式 代人式
,

并仅取级数的 一阶项
,

即得 。一
阶平衡方程为注

。 ,
, , 。昙

, , ,

。呈
, , , 叮呈

, ,

。与 , 口呈
, ,

利用关系式
、 ,

得柱坐标系的变形协调方程为

户

一 , ,
, , ,

一 ‘ , ,夕 甲 ‘ , 一户 一 ‘ , , 夕甲 、了下尸丁一 ‘

肠勺 州尸 ‘ 刀

‘ , , ,

一
, , , , 一

工 ‘ 、

、
、

一 气“
,

一 ‘ , ,
, 一

,

口 宁 飞丁丫一 , 气‘ , 刀 一 ‘ , 刀夕
多匀 二 宁 吕 , ,

注 为简单计 , 在以下各式中 , 简写为 ‘
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笋
矛几尹‘、

了。 。, , , 一 沁
, , ,

刀

。, , , 。 。二 , , 一 。, , , , 一 姆
, ,

, 、 。

甲 气丁一了下甲 气‘ , ,

一 口 夕

宁 刀 ,

￡ , , ,

,

。。, ,

一
, , 一 。 , 。, , 。 一

, , , 一旦一 、
,

十 ￡刀
·

别 一 。 。 ,

一

, , , ,

一 。二 。, , ,

刀

‘,

一
··。, ·

一
, 一 , 、

一

气
’ , 。 一 。

设孔边应变场的分布形式为

。‘ 。 , , , , 。 一 习
。 , 。, , 。。 ,

一
, ,

⋯
,

。 户 , , , 一
, ,

将式 代人式
,

并考虑到变形 昨 对层合板中面对称以及无限远处其值为零的条

件
,

可以证明 , 。一阶变形协调方程为

哪

呈
, , , 。罕

, , 。

一 ‘飞
, , 。 ,

知
, , 一 呈。, , 一

,

、,

八

一

式中
,

为待定函数
。

利用关系式
、 ,

得柱坐标系的应变位移关系为

、产夕,户‘、

电,、一竞
·· , , , ‘。

丽氛了 ⋯ 二 ,
,

一定
·· , · ,

一 安一 丽幸雨、一

一定‘一 一 ,
,

一立一 可冷而 ‘·, , 。

一 ,

设孔边位移场的分布形式为

“ 。 , 口, , , 。

习
二犷 , , , , · , 一 , ,

,

, , 刀 , 。

将式 代人式
, 得 。一

阶应变位移关系为

、
,,

口
、沪

一
食

· , · 。 ,

一
食‘, , , · 。 ,

一
食‘, , , 十 , , 。

一

昨崎
‘ , 一

食
。二

, , ,

“竺一
食

二‘一

‘ ,
,

一
食‘· ,

, · 十 , ‘
, ,

,
,

井要求
。萝

, , , , 笠
, ,

一 , 。 ,
, , 。呈, 一 ,

岭
, , 一

,

蜡
, ,

可以证明 ,
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“ , “呈一 鲁一 , 一

将上述关系式代人式 和式
,

于是得 。一阶应变位移关系为
‘ , 一

食
· , , ,

“ 一
食

· , ,

‘呈一食‘·二二 ·‘
, ·

,
,

‘急一 ,

‘呈。 一
食

·‘
,

一

。“一 食
·‘

,

一

心一

阶变形协调方程为

昨
, 分

, ,

几
, , , 一 竺

, , 、 , 一

。孚
, , 一 。呈

, ,

在柱坐标系内
,

正交各向异性单层的应力应变关系

、产口、沙‘几矛‘、

、、叮吕产乃阵卜
仁

卜巨
、了,’为为

耘

介几礼

凡凡称几对了,、

︸

,‘’肠彻

薯
田

式中
, ‘ 一 ,

口
,

即 , 与所取微体的方位角 及

单层弹性主轴 的方位角 夕有关 图

由式
,

和式 一 ,

得
口 ,

又夕
二

十 几毛

将上述关系式代入式
,

于是得

口‘

叮 忿

︸︸一 几
一
几一氨

凡一称

对称

声
产

︸

﹃月叫月刁,
矛、
‘

式中
, 丛丛护 , , , , ,

,

现在
,

引人应力函数 币和 必 ,

并令

几 劝
, , , , 叮二

一 功
,

, , , 叮 二 ,

一价
, , , ,

叮旧 沙 , , 口二

一价
, , ,

显然
,

平衡方程 约自然满足

利用式
、 ,

将应变用应力函数表示
,

并将其代人变形协调方程
, , 。 ,
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于是得应力函数的控制方程为
,币 价

‘币 ,沙 一

一 瓦品
“ 一 ‘

纂
一 ‘

品

十

豁
‘几 动揣

, , ,

尸 勺

二 日
宁 。 ”

雨
‘

由方程 和微分算子 , 护
, ,

的表达式可以看出
,

在 ‘ 的任一径向

截面内
,

瓦
,

夕一
, , , , , 的 为常数

,

而微分运算又仅对变量 和 , 进行 , 因此
,

孔边

层间应力问题即转化为一系列位于孔边径向截面的广义平面问题

曾经证明山 , ,

方程 的通解为

劝 刀

价 一 及
’

一 及
‘

,

式中 刀 为变量 的任意解析函数 , 、

左值待定
。

将式 代人式
,

得
‘, , 乏‘ ‘ 一 ”

一 乏 一

式中

几 一 , 。。

式 一 亏‘ , 亏、

瓦
, ,

一 占 , , , ,

显然
,

要使方程 有解
,

要求
·

几 一 璧 一

此方程有六个根
,

并用 ‘ , ,

⋯
,

表示
。 , 确定后

,

由方程 得

反、 一
‘

‘
云一 , ,

⋯
,

由此可见 , 应力函数的一般解为

丁应该指出
,

由于 瓦为 的函数
,

因此 及‘以及 ‘ ‘ 均与 有关

四
、

孔边层间应力奇异性分析

为了分析孔边层间应力的奇异性
,

设

‘ ‘
, 犷

,

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 年 第 一卷

式中
‘ 为待定系数 户为待定指数

由式
、

和式
,

得孔边应力为

。 ,

一 习
‘, 犷

,

。 一 艺 犷
,

习
‘及, 犷

。二 ,

一 一 习
、, 犷

。 , 。 一 艺
,及, , , 犷

由式
、

,

和式
,

得孔边位移为

,

一 艺
‘ , 犷‘ 户

一 艺 , , , 犷
‘

代

, 一 习
, , 犷十‘

式中
,

。
, ,

为与 有关的积分常数
, 双 亏, , 亏, ,

天‘亏‘ ,

‘ 一 , , 天‘ ,

, 一 亏, 乏,风 , ,

由式 可以看出
,

由于位移应是有限的
,

所以要求

一

现在建立层合板层间应力和层间位移的连续条件
。

图 所示为两相连单层 单层 和单层 十 的径向截面图 该截面的方位角为

旧,

简称为 截面 单层 。与单层 。 的交界面
,

简称为界面 由图 可以看出
,

当采

用极坐标 夸吞 , 时
,

式中
,

刀 夸乙

心, 十

〕

拼 十

图
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第 期 单辉祖等 含圆孔层合板层间应力分析的边界层理论

一一
‘ ‘目 ‘‘白自 山 曲 口

将式 代人式 礴 、 ,

得

, ,

护艺 淤

, 二

一 艺
,右犷

。二 。 一 一 艺
,及,乙穿

。 ,

一 一夸 习
‘ , ,乙犷

口‘

一 杏,

习

, ,

一 夸 ,

艺

, 一 夸” ‘

艺

“ 一 杏, ,

艺

,无 ‘乙犷

, “犷 , , ‘

‘ ,乙犷 , 姚

, ,计 ,

由式 ‘ 可以看出
,

当 【 时
,

在 杏 处应力存在奇异性

在层合板的交界面上
,

层间应力和层间位移的连续条件为

二阴 , 。护 , , , 。劣, 。沈
‘ , , 。路, 。路 ‘ ,

, 二, , 三“ , ’, 。护 , 。护十 , ’, 二沪, 一 , 梦
‘,

将式 代人式
,

得 截面界面‘ 处的层间应力连续条件为

梦 习
二 , 一 , ‘ , 一 。

杏“

习
· , , 。 , 一 , ‘ , , , 二 ‘’ 一 。

夸习
“诀万。 , 一 蛋。 ,健。 ‘ ,

将式 代人式
,

得相应的层间位移连续条件为

夸,

习
, ’ ‘ , 一 , ‘, 鉴。 , , 一 。

杏 艺
“ ,吞万 , 一 万· , , “ ‘ , 一 。

夸,

艺 李“ ’ · ’一 “ , , 百。 , ’ 一 。

在式 和式 中
, ,八 互, 、 , 、

和 ‘ 一 , ,

⋯
, 均为已知常数

,

其值随单
层特性和截面方位角 而异

。

现在建立孔边应力边界条件
。
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前已指出
,

单层 , 的孔边非零边界应力为 一形贾 和 一乃黔
,

所以
,

单层 , 的 孔 边
二 应力边界条件为

可留 弃岁

鲜外 十 衫黔 已

。
黔

将式 代人式
,

得

杏,

习
。 ’,结

, 一 一 李货

杏 习
, ’及, ’,结

’

一 一 二熟

互习
, , ,结

,

一 。

同理得单层 。 的孔边应力边界条件为

一夸 艺
, , ’,

默
, 一 一 二犷‘’ ,、

龟口口

一夸 ,

习
‘ 十 ,

健二 , ’,

滁 一 一乃殊

一 ,

习 百。 ‘ ,

溢 一

现在
,

令
” , , “ , ,

⋯
,

盖“ , , , ‘ , , “ ‘, ,

⋯
,

盖, ‘, ,

一乃货一 万戮。一 二贯 , ’一形拄
‘ , ,

则由式
、 、

和式
,

得

杏 户 ,

在方程 , 中
,

左端与 夸有关
,

而其右端 则是已知的 为了求解该方程山 , 先令

户 ,

得

犬

由此求得 的一组特解 云
,

然后再求解齐次微分方程

此方程的任一解与特解 云 的线性组合
,

均为方程 巧 的解 方程 存在非零解的

必要条件是

于是
,

层间应力奇异性问题即转化为特征值问题
,

而其奇异阶次则由条件

, 一

确定 在上式中
,

友
, ,

⋯ 为方程 的特征根
。

沿孔周 。 日《 二 各界面
, ,

⋯
, , 一 依次建立特征方程

,

并

运用判别式
, 即可全面确定孔边层间应力的奇异特性
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五
、

算 例

为了说明本文所述理论的应用
,

对图 所示【 层合板孔边层间应力的奇异

性进行了分析 该板由硼 环氧复合材料制成
,

其弹性常数
、 , 一

一 ‘ 、 , , ,

一 卜 一
、

、 , , 热 , 一 ‘ ,

圆 孔 半 径

根据上述理论
,

并采用 方法
,

求得 二 几处的层间应力奇异阶次如图 所

示 由此可以进一步看出
,

对于含圆孔层合板
,

孔边层间应力的奇异性问题
,

是一个值得

重视的问题
。

一

一
一

一
。

即 即 一
叨

口

图 斗

参 考 文 献

, , 一 ,

, ·

,

少 才“
, , ,

,月,‘宁

叨 此
, , 万 , 一 。 , ,

,

, , ,

,
, , 。 ‘

, , ,

,

面 口 帕
, , ,

, ·

, ,

才 汉

一

已
,

, , ,

单辉祖 , 谢锋 , 有限大层合板承载销孔的孔边应力分析 , 北京航空学院科研报告 , 一 , 年
〔 直,

著 , 胡海东译 , 各向异性板 , 科学出版社 , 年
, , , ,

, , , ,

‘
, , ,

, ,

伪口 扭 , ,

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 学 报 年 第 卷

,

价‘月 行 , 月 。多“ , , , 。
,

卜 , ,

,

。

, ,

撇 气
, 沈 跳 哪

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net


