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二维含参映射系统分叉曲线的数值计算

凌复华 包光伟 宋映东
上海交通大学工程力学系

提要 本文提出了一种确定二维含参映射系统分叉曲线的数值计算方法 根据最弱的分

叉定义 。。‘尔 。约
,

我们建立了确定周期 及解分叉曲线的方程
,

并给出了方程求解过程中一

些基本量的递推关系式 利用本方法编制的计算程序适用于所有的两阶连续可微的二维含参

映射系统 作为实例
,

我们具体计算了 亡 映射和祸合 ” ‘ 映射
,

得到了一些新的结

果
。

关链词 含参映射
, 周期解

,

分又曲线
,

打靶法

一
、

引 言

映射系统
。 ” ”

卜今
, , ‘ “

的解的极限集之分类为无限解
、

平衡解
、

周期解
、

拟周期解
,

并称除此之外在相空间中有界

域内的解为混沌解 映射系统不仅就其本身具有重要意义
,

它也可以作为连续系统的

一种近似 显然
,

无论从理论或应用的角度
,

都对参数空间 ‘ 中不同的解的分布有兴

趣

确定系统 的周期 友解在参数空间中的存在域必 走是研究参数空间解结构的一个
基本的

、

同时又始终是令人感兴趣的问题 但 必凌的分析并不容易
,

一般需用数值方法

进行
,

即在参数空间中找到解的性质发生定性变化的分叉曲面 夕乏 本文的作者之一对
‘ 映射构造了一种算法

,

并计算了直到周期 的分叉曲线 本文推广了这种算法 ,

使之适用于二参数二维映射系统 即方程 中
, 。 一

,

并给出了计算过程中需

用的普适递推关系式
,

发展了确定这类系统周期 及解分叉曲线的通用程序
。

根据中心流形定理 例如看〔
,

这里得到的结果对于高维系统也有很大的参考价

值
。

二
、

问题的一般提法

本节给出参数空间中周期 及解分叉曲面 夕无的最弱的定义
定义 设 罗

众 ”

是映射系统 的周期 左解集 即对任意的 ‘岁铸
,

至少存

本文于 , 年 月 日收到 , 年 月 , 日收到修改稿
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在一个 〔团几
,

成立
硬 ,

其中 卜 友 ,

是 凡的 友次复合映射 若存在这样的 〔
侧

多 及
,

使之成立
电、,

﹄

︸

掩 ,

丝恤
立业 一 ,、
名

几

其中 又是 玲的 阵 走 , 刀 的一个特征值
, 了是 , ”单位阵 设满足条

件 的集合为
‘

丫 〔
门

罗
,

众 火 勿决
, 二 , 是投影算子

,

即

勺 才 又 呻
则称 月犷在投影算子 ‘

‘
忆月了

叹

扩
走 丫 必 及 , 夕花〔必趁

下的像 夕灸为周期 互解在参数空间
“
中的分又曲面 显然夕介是

“ 中的 。一 维曲

面
。

存在较强的关于分叉曲面的定义 例如
,

将 式改为

及 ,

刃以

盆‘ 了‘

几‘

则由此定义的周期 互解分叉曲面
,

记为 夕戈 与 截然相反的另一种情况
,

则是

掩 ,

】

‘ ‘

又,

由 所定义的周期 及解分叉曲面
,

记为夕红
显然

,

酬各 夕天
,

夕鲁犷气

三
、

二维映射系统

令 式中的 , ,

并分别将 又二 和 几 一 代人方程
,

得到确定切

分叉
、

倍分叉曲线的两组方程

切分叉

‘ 一“
,

翌 一 ,

,

一 。 ‘ , 〔砰

倍分叉

一 灸
,

型 ,

卜
。 , 。砰

名

分叉曲线的数值计算公式

设
‘ , , ,

⋯
, 掩, 花 ,

是每一次 映射下的像
,

即
‘ ‘ ‘ , , , ,

⋯
,

花

以及 砂
‘ ‘

周期 互解 又设
, , “ 一 。 , ,

一 ,

八 , ,

,

及 万花一 众 , ,

即
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。 。‘
, 。 , ,

怎一 片
,
。

, , 一
,

其中 户
,

系指 花 ,

的第 个分量
。

分别将
、

展开
,

则得到
‘
一 严

‘ ,

干 么 轰 么

其中
“ 不 ”分别表示切分叉和涪分叉曲线的情况

、一 二 , , , 一 。

对于 左 ,

我们有递推关系式

, ‘ 一 ‘,

式可通过复合求导公式得到

下面讨论确定切分叉和倍分叉曲线的方程 由于它们的形式都是由三个方程
、

四

个未知量所构成的一组非线性方程组
,

显然可以将 川
、

对和一个参数 不妨取 作为求

解方程 劝的自变量
,

而 处 则作为方程解的参数
,

从而可以在参数平面 丙 一 内 上求得周

期 互解的分叉曲线 犷走 设 杏 川
,

月
, 丙

, 产 “ ,

则问题转化为求解方程
中 , 夸

的求根问题 其中 巾 是在固定参数 拌下方程组 的算子表示

对方程 进行迭代求解
,

意味着周期 是解分叉曲线的简单打靶计算 存在许多有

效的迭代计算方法
,

如需要计算 汽 的一阶导数矩阵 阵 刀必
脚 刀占的 法

以及不需要一阶导数矩阵而采用各种更新公式的拟 法 值得注意的是
, 我们可

以递推地得到 中 , 的一阶导数矩阵的各个分量的解析表达式 设

一 掩 一 七

干 花 互 干 乏 七

李 严
‘ , 。

心碗

以枯些、

,

一鱼

” 立

轰 务

么 轰一 各 氛

么 条

平轰 轰一 轰 氛

三三
︸︸
花白

,

呼设式又

共‘
宕
爵

,

乳一弃
,

碑 才

乳, 爵
,
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则同样可由复合函数求导法则得到
, , , “ , ‘

牙犷
,

详
” ,

月筑
‘

乳
, 月 ,

犷
‘ , ” , 。

共, , , ” , , 。 , ” ,

’
‘ “ ‘ , 。 万

‘

其中 , , ,

⋯
,

左 对下标根据 哑标求和原则求和

递推关系式
、

一 表明
,

只要给出映射系统这些求导量的初值
,

则很容易
,

计算得到公式 的值
,

其表达式是

介 入

对 琳
,

璐
,

川 轰 轰 扭耘一 耘 么 评么璐口
刀入 刀轰

,

及一 趾牙轰十 平轰 知一 刀 轰 牙各 轰

勺卜

注意
,

由于 是固定的
,

在递推过程中
,

根本无须对 几
,

豁
, , ,

⋯
,

幻 进

行计算
,

这由 以及 和 的表达形式也可以看出

周期 盖解在参数平面中的特性分析

由
、

可确定周期 乏解的分叉曲线
,

对其两侧邻域内周期 及解的存在性和稳定性
问题

,

又是一个值得进一步研究的问题 对一维映射已有一些分析结果
,

例如看闭
,

但相

应的结论不能简单地推广到高维多参数情况 而双参数二维映射则是一种常见的有意义

的映射系统 下面我们对此作简要的讨论

不妨设在分叉曲线 夕灸上 几 一 成立
,

则在 夕灸的两侧矩阵 叼 的特征值
存在如下的分布状况

夕花的两侧都是 沈
, 之

夕灸的两侧都是 几
,

】又 】 、

夕凌的一侧是 之
, 几 另一侧则是 之

, 沈

夕掩的两侧都是 之
, 孟

夕众的两侧都是 之 , 几

夕凌的一侧是 ‘之
,

另一侧则是 元
, 沈

其中情形 一 对应于 几
, 又 ,

情形 一 对应于 几 兔 】 从稳

定性角度而言
,

情形 表明 夕无的两侧周期 及解都是稳定的
,

情形 则是一侧稳定
,

一

侧不稳定
,

而情形
、

一 表明夕凌的两侧周期 反解都是不 稳定的 又
,

情形
、

非退化而其它情形则都是退化的 确定上述 种情形各自发生的区域是困难

的 然而
,

我们却可以比较容易地将 夕互划分成两个部分
,

在这两部分的两侧邻域分别

只可能是情形 以及情形
,

这 两部分正好分别是

我们在前面已定义过的夕盔和 夕咨
对于二维映射系统

,

确定 夕乞
、

少咨的 ,
、

式
,

它们的第二式分别等价于
子灸 , 。、

」 ‘ , 、‘ , 、份 , , 尹产

一一气干甲一 女
二

恤

型鱼咬
刀公

由递推关系式 知
,

上述两不等式左端绝对号内的行列式 丫
,

为
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, ,

一 , , 。

其中 一 ‘ ‘ 花 , , ‘ ‘ ‘ ,

如果 了
,

与 无关
,

则显然成立

夕落 了 】 门夕‘

夕售 卜 》 门夕‘

而当 丫 幻
,

与 二 有关时
,

特别是在存在多个周期 互解的情况下
,

全局确定 夕华
、

夕售是不容易的 设

酬落 了 , 。 《 门夕赴

夕告 了 ,

犷
则有

夕乍一 门 夕落
〔 〔口

夕落 门夕售
〔翻

其中 男 碗
‘习洲 , 呐 是关于状态空间的投影算子

。

对于
、

式的情形
,

数值处理时只需对 夕赴上的周期 及解验算是否成立

门 , ,

或 门 , ,

奋
刀 〔口 ‘ ‘口

若结论是肯定的
,

则有
〔夕落 或 ‘夕乳

迭代初值的选取

方程 的求解
,

其收敛性的好坏
,

在很大程度上依赖于迭代初值 护 的选取 在可

能的情况下
,

选取 夸
。

通常是选择某种参数状态
,

使得在这种状态下二维映射系统退化

为一维映射系统 一维映射的周期窗口构成 序列 通过较为容易的求解
,

将其周

期 及解
“

和 作为迭代求解方程 的初值 护
。 ,

气

四
、

‘ 映射和藕合 映射

基于本文提供的方法
,

我们建立了对二维含参映射系统普适的通用程序 作为应用
,

本节给出两个算例

如。 , 映射

对于 己 映射

戈刀斗

〕, 。

。 一 乙
,

二

递推关系式
、

一 中的几个初始量为

, 一 护

九
,

, 一
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一
, , ‘”

,

〕一

其中
,

丫
, , , ,

万
, ,

由
, 。 一 ,

我们得到

犷么 成 门夕花

夕售一 , 》 夕“

令 中 得到一维映射系统
,

取其分叉点 〔 ,为迭代确定 ‘ 映射分叉曲线

的初始值

一个祸合 峪
。石 映射闲

对于具有如下形式的祸合 映射

九
, 拌才 一 二

又
, 邵 一

计算给出下面的初始量

,

产 一

户 一

,
一 邵

〕
,
〔 , , ,

其中
, , 产 , , 夸

, , 产 ,

则有

一

一

’

劣

一

一 夕

勺勺

洛
、、

一一

、映映

泛 、、

图 亡 映射周期‘分叉曲线
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同样
,

令 中的 。得到一维映射系统
,

从而将其结果作为确定分叉曲线的初值

我们实际计算了 己 映射直到周期 解及藕合 映射直至周期 斗解的全

部分又曲线 对于 己 映射
,

我们的结果不仅包含了文献中的所有结果 , ,一 ,

并且第

一次完整地给出了周期 解的分叉曲线 周期 及周期 的分叉曲线分别由图
、

图 给

出 图中显示出高周期分叉曲线体现的复杂性态 图 中给出了周期 分叉曲线尖点附

近的细节
,

在此倍周期分叉曲线打结而有自交点 周期 分叉曲线也有类似情况

图 亡 映射周期 分叉曲纽

州州州
一

图 偶合 玉 映射周期 天解分叉曲线

对于藕合 认 。 映射
,

存在两种解藕的简单情形 一是当 式中 时

得到一维双参数映射系统
甲 卜 拼 一 , , , 产 , 〔

另一种情形则是令 式中的 而得到一维单参映射系统
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沙 一知 产 一
, , 产 〔

由映射系统 我们可以确定映射系统 的周期 左解分叉曲线 夕乏的初值
。

由分叉曲

线的定义知
,

一维双参映射系统 的周期 友解分叉曲线仅仅是 所确定的 夕 火的

子曲线 我们所计算的映射系统 下的分又曲线
,

见图
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