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提要 木文提出了计算结构动力方程的 次
,

五次精度的无条件稳定积分格 式 的 法
户法具有良好的算法阻尼特性和周期延长率 没有超越现象 和以往的高精度方法相比

,

法具有存贮空间小 , 计算量少的优点 法的无条件稳定性的证明 , 可不要求阻尼矩阵满足

振型正交条件

关链词 算法阻尼
,

周期延长率
,

无条件稳定

一
、

前 言

直接积分法从稳定的角度分
,

可分为无条件稳定和条件稳定两大类 由于条件稳定

积分格式的步长要小于临界步长
,

故条件稳定的积分格式在运用中受到了很大的限制
,

而

无条件稳定积分格式在选择步长时
,

不受临界步长的限制
,

所以无条件稳定积分格式在工

程中得到广泛的运用 如 法等 但需要指出
,

以往无条件稳定积分格式的证

明均假定阻尼为古典阻尼
,

即阻尼矩阵满足振型正交条件 一刀 当阻尼矩阵不满足振型正

交条件时
,

以往的无条件稳定积分格式是否是无条件稳定的
,

未给出证明

从精度上分
,

直接积分法可分为两大类 二次精度的方法和二次以上精度的高精度

方法 以往提出的高精度方法
,

如 指出的需要求解一个比二次精度大的多的隐

式方程 和需要比二次精度大两倍或两倍以上的贮存空间和计算量 正是由于以上原因
,

限制了高精度方法的运用
,

在工程中运用较多的通常是二次精度的方法

本文提出的高精度 法
,

不仅对古典阻尼而且对非古典阻尼均是无条件稳定的

法所需的存贮空间与二次精度方法大体相等 对非线性问题时
,

每步积分通常仅需计算

一个与二次精度相等的隐式方程
,

计算量与二次精度方法大致相当 对线性问题
,

法每

步积分所需的计算量大于二次精度的方法
,

但运算时间的延长可由适当放大时间步长得

到补偿

二
、

精度和稳定性的讨论
。 个自由度的结构动力方程为

‘ ‘

其中 〔
,

〔 和 〔 分别为结构的质量
,

阻尼和刚度矩阵 时
,

时
,

时 分别为结构

本文于 年 斗月 日收到第一次稿 , 于 年 月‘ 日收到修改稿
本文是在麦淑良教授的帮助下完成的
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的加速度
,

速度和位移向量 是外荷载向量 式可写成一阶常微分方程组的形

式
宕

的矩阵其中 和 是 , 又 。

〔 」
一一

一

和 是 个元素的向量
‘卜娜

, ‘卜 粼
设方程 的齐次解为 毛 毋 , 代人方程

,

令
才 毋 刀 毋

文献 一
, 一 万

‘

,
价少

, ‘

一
。。士 ,。。‘

‘ 巾宕少 ,

。‘ 一 门
,

夸 一 一尺 。 ‘ ,
, 和 ,

‘ 一 。了了二万
设 石

,

衣 分别为 式的第 ‘个和第 个振型向量
,

由 式有
, 才 毋, 毋

‘

毋, 毋, 一

用 科
,

毋, 分别乘上述两式
,
毋, 毋, 毋, 毋, 一

, 毋‘
毋, 十 毋

‘ 毋

由于 〔
,

〔 〕和 〔 是对称方阵 〔 不必满足振型正交条件
,

则 式转置后可写

成
‘ 毋, 汉 毋, 十 毋, 毋 一

式和 式相减
,

由于 一 , 粉 ,

故

毋
‘ 毋,

毋 毋 一

当 ‘ 时

丛
,

设振型坐标 【毋〕 代人 式
,

由正交条件可得 。 个非藕合的动平衡方程
‘宕 , ‘

毋
‘ 一

, ,

⋯⋯
。

由
,

式又可写成
分 , 一 ‘ ‘ 十 毋, ,

此时对 刃 式的 。 个方程用相同的积分格式和相同的步长进行直接积分
,

那么这完全等

价于对 式用同样的积分格式和相同步长进行直接积分
,

于是把对 式的精度和稳

定性的讨论
,

转化为对 式精度和稳定性的讨论 由于 式中 , 个方程是类似的
,

故只需研究其中一个典型方程
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当 , 一 , 时
,

式有
·‘ , , ▲,

一
, , ‘ △’ , , 书, 才‘ 、

勺

式为 式的近似公式加上局部截断误差 凡
‘ , △ , 一, , , , , , ” , 一 ,

‘ , △一 , , ‘ , , 毋, , △ △ 沟
、 ‘ 一 , △, ‘ , 两 , 。 一

毋, , , △, △‘ 才

, 一, 一 ‘△ ‘ , , , , , , ‘, ,

书
, ‘ , △ △, ,

把整理后的 , , , , , , 和
, , 代人 式

,

并与 式相减
,

整理得 尸

‘一 “, △, ·, ,

一 “
‘ ‘一 “‘△, · “,一 · , “

,
,

,
‘ · , ,‘ ‘

,‘·

一 △, 一 , △, 户沪
·

了 十 石 十 下 , , ‘ , 丫 毋, , , △, 否
了 毋, , △ 才 , , ,

毋
, 了 , , △ 才 ,

一 △ ,
一 ‘△ 户 丫 八 丫 , 了 户、

了, ,

朴两 八 子‘ 了 , , 山
‘ ‘ 毋‘ 了 , , △一 ‘ ‘

一 了 , 了△, , 两 ‘ ‘ , 毋
‘ , , △ ,

。

把积分号里的函数在 粉处展开为

况 毋, , , , 户 △ 若 , △ , , △, ,

△, ‘
毋, 夕 , △ 夕 , , △ , 夕 △ ,

△ 心 ‘

把 一, 。 , △, 尤 一
,

在 , , 处展开为

, , △ ‘, , △ 夕 , △ , , ,

,山
’

山
‘

,

代人 式
,

当系数满足下述关系

一
︸

石 补

试 润 十 川

, , , 内‘ 一 工 一 。 夕

朴 十 栖 尹 ,

生

军十 邓 十 声言 二斗

内 , ,

试 , , 。
了 一名

, , 犯 。

一六一 。‘, “ , ‘”。 一 , , ·

,
, , , 一

含一 ‘,

。 , 。 一
合

一 。 , 一 号‘ 十 合
一 六

一 “

局部截断误差为
一 △ , 一 ‘△一

一

即当系数满足上述关系时
,

该方法为四次精度 由系数关系可求得

两 一 比 一 两 一
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其它系数见表 由于 叭 项 天
, ,

不是整数
,

当外荷载不是函数表达式时
,

荷载

项难以计算
,

可由 式近似
, △, ‘, , , , △ , , , △,

, , △, , , △ 及
, ,

八 一 丛二三垃鱿芝之
‘ ,

一 色匕卫址址迎吐

, 只一 , 一 派 一 叭 , 一 一 八一 一 ,

用 式近似不会改变该方法的精度 与四次精度相同
,

令 式的近似公式 加

上局部截断误差为
‘ , △, 一 ‘ 十 了 ‘ , ‘ 一 , ‘ ‘ ,

‘, , , , △ ‘ , , , , 毋‘ , , △ △ ,

刀‘ , , △ , 两 。‘ , , , , 毋
‘ 了 , 价 △, 山 才 ,

‘, , , , △一 , , , 一, ‘ , , , 一

子, 一, △ △, ,

, , , ‘△, ‘ , 内 、, , , ‘ , , , ,

户 , , , 毋
, , △ △ ,

用同四次精度的方式
,

当系数满足下述关系
,

儿 十 乙 乙 十 彻 十 尹
。

十 补氏 一 工

一‘十 , ,十 “ , ‘ , 一
合

, 佘十 ”,十 “ , 十 , ”一

含

十 训 十 弼 补阂 一 生

一
‘ 十 , 一 上 。

补两 ,

姚 , 补内 十 朴八 丙 艺八 , 上 一

, , 。 , ,
‘

十 、 , 十 ‘ · 、两 、 ‘内 , 一
含

一 ‘,

,
‘

。 , , , 弓。 ,

, , 、, ,了 弓。 , , , , 一
六一 。‘,

, , , , , , 咤。 , , , · , , , 月。二 一
六

一 “‘

‘二 , , , 礴 。 。 , , , ,

、 一
含一 ‘

。 , ·。 , 今 内 。 。 , , , 丫。, , , , 一
六

一 ‘, “ ,

“ , 。 , 。 , ‘。 。 两 , , ,
, , , 嘴。 , ‘一

品
一 “‘ “

’”, 二 。 【

一
击

一 ‘ 十 “ , 一 , ‘
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表 四 次精度 法的积分步骤

人 初始计算

形成质盆矩阵 〔 , 阻尼矩阵 」及刚度矩阵 〔 〕
。

选择时间步长 ‘ , , 及计算积分常数

过
一‘

·

, 口 ,
一

、 生 , 一 户

气 几 ‘ ‘ 一 ,

啥

, 目

几 , 一 一 ,

, 吞 沙

一 八

二 史厂二业色鱿二立

一 “ , 一 一 “ 二 工, 二」互里二 , 山 ‘ 一 几 山

计算等效刚度
建〕二 对 〕 淤 〔尺 〕

对 〔又〕进行三角分解

戈 二 乙 刀 乙 了

对每一时间步长

吸上 , 。 ‘ , , 下 , , 卜,

循环 日 , , ,

计算在 勺 吞 的等效荷载

王户, , 二 又 , 盛 , 。 , ‘ 天 , , ,八 , 召 , 左 , , △ , , 尺 , 八

, , △ 一 上 , 一 」吞 下 , 一 上 ,

求解在 , 二 处的 凤 ,

刀 〕了 。告 , 二 左。 ,

万丁 二 △‘ 上 , 乃专

为下次循环做变换

毛上 , ‘ ,

名
,

乃专 ,

屯 下 , 二 , ,
名

, , 王力了 ,

计算 , ‘ 勺 十 山 处的速度 , 位移

君,
, 一

君
,

一 粼
, ·

以粼
,

一 粼

局部截断误差为
, 。 △,‘ 一 △

即当系数满足 式时
,

该方法为五次精度 由系数关系式可得
, 伪

, 两

其它系数见附录

在讨论近似公式稳定性时
,

可令 。 由近似公式
,

和关系式 ,

可得 为了书写方便
,

略去下标

四次精度的 法为
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忿户 一

一 。 , △, 尸一 ,

喜、 △,

、 ‘ ,
,

一 户 △ △

、

丁 一 二 十 衬 一 尸 △习
,

扣 、 二 ‘

一 占△ ’

五次精度的 法为

矛 一

‘ 一 。 ‘ “△, , 一 喜、 △, ’

‘
一 , 夕一 粤、

二 , ,

竺止一一 — 今

一 △‘ ‘
,

一 斗 △ ,

、

十 ’一
, 沼

一 二 石 】〔 △
,

、 ‘ ,
月户

一 二川 口口之

、、

△ ‘

峪 式和 式的特征值分别为

孟口

、

十 一 △ 夕 一 二 △ , 一

、 ‘
一 百 ”尸一 。, △‘

一 △ △ 一 查 , 今
土

人
,

、
、

、

十 一 十 ”△ 十 扩 一 口 十 二 峪 △ 少
沼

一 口 ,

一 口 了
、 ‘ ,

”
△ , ‘

一 △ 占△ , 一 △ ,

土︸

、、、声了扩 一 护 ’一 二 十
口

”
△

,

明卜 一 一‘监 一

砧 △
‘

由文献【
,

要使积分格式
,

匀 为无条件稳定
,

必须使特征值满足 式

又, 卜‘ 一
,

图 表明
,

对四次精度的 法仅当 , 时
,

特征值满足 式
,

当 考钾 。

时
,

特征值小于 杏 。 时的情况 这表明仅 时
,

该法为无条件稳定

图 表明
,

对五次精度的 法
,

仅当 八 时
,

特征值满足 幻 式
,

当 互铸 肠

时
,

特征值小于 杏一 时的情况 这表明仅 时
,

该法为无条件稳定
。

特征值可写成
,

一 才士 丑 口 一杏士

,

式可写成
, 一夸。 , , 血 。 ,

苗 一 口 山
,

夸 一 运 才 口
,

一 刀 才下
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心” , 。

砂卜户。,

心
·

口 ,

心 ,

省

圣
心二

口盆心
一

卜寸

二 口 ‘

省二

李气扮弓一啼于蔽弓
。 只几 一‘ 一 工 知

△

图 四次精度的特征值

△

图 三次精度的特征值

袄

次
·

业。 夕

二一 邓

。

力卜任心

狱大
“

户
一门

一 次

‘ 比

吕次

‘占

八

三种积分格式的算法阻尼比

份
八

图 三种权分格式的周期延长率

仅众图

, , ‘ 可由初始条件来确定

占是算法阻尼比
,

周期延长率为

, 。 一
夕 目二

一
竺竺 一

乙

这些量是用来度量算法的精度

由图 可见
,

本文方法的算法阻尼比在低振型处的耗散性比 一 法小
,

在高振
型处的耗散性比 一 法大 五次精度的算法阻尼比在低振型处的耗散性比四次精
度的耗散性小

,

在高振型处耗散性强于四次精度的耗散性

图 为周期延长率 本文方法的周期延长率在低振型处比 一日 法小的多

同理五次精度的 法也可采用类似的过程实现
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三
、

超越现象的讨论

在计算初始阶段
,

当 臼 △, 较大时
,

有的方法由于其固有的性质
,

会发生位移
,

速度的

某一项
,

或两项远远超过其真实解的现象
,

这就是所谓超越现象 一个方法具有竞争力
,

不仅要无条件稳定
,

而且还应不具有超越现象

假定 。△, ,
,

仅保留有意义的项
,

由文献 〔
, 一

法可写成
“ , 。 △ ‘。

“ 口 。。。 ‘。

本文方法由
,

式可写成
, 。

一日 法的位移是 △, 的平方
,

速度是 。 △, 的一次方
,

这表明 一口 法

的位移有严重的超越现象
,

速度有中等程度的超越现象 而本文方法则没有超越现象

表 为 △, 秒
,

杏
, 。 二 , “ 。 一

, ‘。 。 时的计算结果

表

一二二 ⋯
一

二 ⋯一牛二二阵牛阵牛二 ⋯二二竺竺 竺全兰竺望 二竺 卫全竺 ⋯兰 二阵兰兰卜生兰 ⋯全兰竺兰三二兰 卫至竺上二生

四盗竺竺卫王竺卜里兰阵二望
一

竺竺阵生卫竺卜上旦兰阵卫二塑 生些二里竺望上竺生
五次精度 “ ·

〔“ 。” , 一 。
’

‘’, 。 ” 一
’

。 ‘ 。
’

, ’一
’

”
‘

, 一
’

‘ ”
’

‘

一
。

一

一
。

四
、

计算时间和存贮空间

高精度方法要向广泛使用的二次精度方法挑战
,

必须要有和二次精度方法相当的存

贮空间和取得某一相 同精度时
,

花费更少的计算量

在计算中
,

法所需存贮的矩阵维数和个数与 一 法完全相同 故 法的存

贮空间和 一 法大体相 当

直接积分法在计算非线性动力问题时
,

由于等效刚度的不断变化
,

每前进一步直接积

分的计算量主要由三角分解求隐式方程所决定 当 较大时
,

用三角分解的办法求隐式

方程组大致需要 尸 次的乘法运算 由于 法每前进一步仅需进行一个和二次精度 大

小相同的三角分解
,

故 法在进行非线性分析时的计算量与二次精度的方法大体 相 当

但本文方法的精度高于二次精度的方法

对线性问题的分析
,

每前进一步
,

计算量主要决定于向量与矩阵相乘
,

一个向量与矩

阵乘要进行 矛 次乘法运算
、

四次精度的 法
,

每前进一步要进行 次向量与矩阵相 乘

五次精度的 法
,

每前进一步要进行 次向量与矩阵相乘 二次精度的方法每前进一步

要进行 次矩阵与向量相乘 高精度方法运算时间的延长可由适当放大时间步长得到补

偿 表 为 法和 一口 法精度和计算量的比较 。 二 , 构 一
, ‘。

平均误差率为
“ 一 , 声习

﹄
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表 计算最和精度的比较

,

一口 △ 二 一 、

四次精度 △ 火 一 日、

五次精度 。 火 一 ‘ 、

卜兰竺 卜竺兰竺匕三川里望立二旦兰卫二
二些竺立卜竺里竺二生坐二止竺里竺二竺竺竺二

尘丝立 卜兰 二一 二兰竺一 二里竖一 止兰卫二一
, 又 ’ 一‘ 丫 ’ 一“ “ 又 ’ 一 ’ ‘ 一‘ , 又 ’ 一 ’

, 仑“ ”一 ’ 一“ ‘ ’。“ 又 一 ,, 火 ,, 丫 一 ,,

‘ 一 △ 一 , 材 火 一 只 一一 只 一一 火 一一 】

四四次精度 盛 二 丫 司 训训 一日日 只 一一 一一 丫 一一 又 一一

五五次精度 △ 二 丫 一 , 习 火 一一 火 一 丫 一一 又 一一 火 一一

其中 粉 为精确解
, “ , 为近似解

,

为步 数

四次精度的 法步长虽然是 刁 法的 倍
,

但精度仍比 法高约

个数量级 五次精度的 法步长是 一 法的 倍
,

但误差仍 小于 一日 法
。

由此可见
,

在一定步长的条件下
,

从取得相同精度所需的计算量来讲
,

法所需的计算

小于 一日 法

附 录

在 ‘

。 , 一 李一 典 十 色 一 些、 生 一 丑 三 一 , ·

、
斗

“ , 警一怅
一
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