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动力学分区变分原理及其广义变分原理

钱伟长 卢文达 王 蜀
上海市应用数学和力学研究所 ,上海

提要 本文引用并推广文切的分区最小位能原理
,

提出并论证了动力学分区变分原

理 并进一步采用钱伟长提出的引入拉格朗日乘子并加以识别的方法‘
’, , , , ,

得到

了不完全和完全的动力学分区广义变分原理 本文采用笛卡尔张最符号
。

关镶词 变分原理 ,分区变分
,广义变分

,

一
、

基 本 方 程

应变位移关系

生 “‘,
,
“ , , , , , , ,

物理方程
, , 几。 占‘, 拼 ‘,

动力学运动方程
。‘, , , ‘ 绍‘

位移已知边界条件
“‘ 示‘ 〔 , 。

应力已知边界条件
。‘, , ,
万、 〔 ,

起始和终了位置
, 石‘ ‘ , “‘ , 示

或 占, , , 占“ ,
’

交界面位移连续条件
二 , , , 〔

交界面应力合力连续条件
, ‘ , , , , , ‘ , , ,

弹性体内应变能密度

才 。 , 一 上 、。 , , 。矫。济
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二
、

动力学分区变分原理

我们这里只讨论动力学问题
,

各个变量均是时间 , 的函数 设弹性体的休积可以分为

两部分
,

即
‘
十 矶

,

在 的表面上有
, ,

凡 两部分
,

在
,

表面上有 凡
,

凡 两

部分
,

凡
,

凡 是外力已给的表面
,

凡 , 凡
,

是位移已给的表面
,

和 的交界面为
,

在任意时刻 , ,

设在 上从 指向 的法向单位矢量为 川代
,

从 指向 的法向

单位矢量为 川
,

则有
。 。 一 。 ,

在 犷
。 ,

中的位移
、

应变和应力分别 用
“ ,

分, 和 。尹 表示

这样
,

动力学分区变分原理可陈述如下 一

对任意时刻 , ,

在表面
,

上满足已给的边界条件 式和在
,

中满 足位

移应变关系 式
,

而在 上满足位移连续条件 式 那么
,

在满足已知的起始位置和

终了位置 即满足 式 的可能运动 “
, ’, 。尹’中

,

实际的运动
‘ ’, 犷’

,

可 必使下

列泛函取驻值

几 一刘
、,

‘。 ’一
· ’ 丫

,一 一“
·

歹,
“ ’· ,

· ’‘凡 若

其中
, “ , 是物体的动能

,

‘。 , 一 工 。 ‘ ,。。 ,、
。

‘ 是弹性体的应变能
,

‘ ’ 。犷,
。

。

式中 鲜尸 由 式表示
,

是质量密度

证明 变分得

。 一 艺
。 , ·”一“‘沪’一 ,, ’”· ,, ’

· ’”· · ’“ 口

”一“· 一‘“

小

内坛场

将第一个体积积分先对时间 , 作分部积分
,

并利用条件 式
,

我们有

占‘ ‘ “浮

厕 , 。沪 , ·一 一 “ ,
· ’”· · ’“ ‘ ·

一 ·一“· ,一‘ ‘
·

‘ “ 占“ “ 。

击

︸

户

卜

声

介汗一
﹄﹄︸

将第二个体积积分先对坐标作分部积分
,

并利用格林定理
,

得
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口 一

口 目 州 内

一
,

一

一
币 曰 阳口州

一必笋,占 ’ 。

,

尸山考
户

一
一

。

‘ ,”“ ,军‘
·
浮‘

、
。 ·。 。 、‘ , ”·一 ,一‘ 一 , ,

时 , ·一 ·

一 , 。 · , · ,
。 ‘

·

一 ·, 。 ·、‘ ’· ,
“ ’“· ,

“ ’‘

再把 式和 式代人 式
,

得

。刀。‘ 一 习
必熟

·

一 。。
。 。, · 。

,

必罗。
‘ , 一 砂 占

二 ‘ ’凡

。 , ’·
· ’”· ,一‘ , ‘ ,

卜坛扬‘坛

由于对任意时刻
,

交界面 上有位移连续条件 式
,

则
,

习
”

必罗〕,
‘ 占“ ‘

, 。

习可 , ’·
· ’ 占· ,”‘““

泊‘‘,尸

最后得
。刀

一习
, ,

‘熟 分’

一
‘ ’ ”· ,

‘
“汽

一 ,
。 · , ·

· ’一 , ,一 ,‘·一‘ 浮,

卜 ,
。 〕 。八

。 , 。 。 , ‘

, 。 一丁 ,

由于对任意时刻 , ,

彻回 都是任意的
,

所以得分区的运动方程
二 肠

“ ‘ ‘ , 〔
。

和任意时刻 , 外力已知的分区边界条件
二 , 。

‘ , 一 歹
‘
一 〔 ,

以及交界面 上的应力连续条件

习
。 , ,。 。 , 一

证毕

从以上的论证得知
,

只要在任意时刻 , 保证交界面上位移的连续性
,

动力学变分原理

就可以分区进行计算 这是复杂结构动力有限元计算的基础 下面
,

我们写出分 个区

域的动力学变分原理
设弹性体分成 个区域 。 , ,

⋯
,

对任意时刻 , ,

在表面 凡
, 。一 , ,

⋯
,

上满足位移已给的边界条件 叼和在 砚
, ,

⋯ 中满足位移应变关系
式

,

并且在诸区域间的交界面 上满足位移连续条件
。

那么
,

在满足已给的起始位置
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和终了位置〔即满足 式 〕的可能运动 研
“ ’, 可尹

,

试 飞。
, ,

⋯ 中
,

真实的运动
“ , , 。犷’

,

可 , 。 一
, ,

⋯ 必使下列泛函取驻值

么
石, 一织龙

工 。‘
“

、

“ , , 一含
“‘“”,

一 ·。· 一 ,一 ‘
·

二

, ,
· ’· ,
。““ “

若考虑系统的自由振动
,

则令上式中的 形
‘ , 。,

得泛函如下

又 ,

二孟

— 若 」
口

, 、

含
·‘ ‘

冲 一 工 招胃‘护
口砂少、卫‘

一 。,。。, 一
· ,刁。

·

再若在自由振动中
,

不考虑体力 自重等 的影响
,

则令 中的 只
“

即可

三
、

动力学分区广义变分原理

我们可以看出
,

在 二 中所导出的变分原理都有下列的约束条 件 应 变 位 移 关 系

式
,

应力应变关系 式
,

位移已知边界条件 式
,

以及各区域间的位移连续条件

式 用作者提出的引人拉格朗 日乘子并加以识别的方法〔 和高阶乘子法闭
,

我们可以把这些约束条件引人泛函成为变分取驻值的自然条件而得到没有约束条件或较

少约束条件的完全广义变分原理或不完全广义变分原理

首先讨论交界面的位移连续条件 式的放松 引人拉格朗 日乘子 沂
,

从 式
,

我

们得到下列新的泛函
,

。。 , 一 习
‘“ ’一 ‘“ ’ ‘ “ “ 。

·, 。

砂
’“ ·公凡

,

几, “ 。 一 , , 浮

、红气峨州
、,恤户、‘,护产‘,

将上式变分
,

并利用 丸
,

我们有

。。

一刁
,

‘到, ,
。

一
·

”“· ,
·

“ ·

一 , 。 , , ,
· , 一 ,

· , 。, · ,、

,

一
。

必 · ,一”· ,一‘“ ‘ ,

。

‘· ”一 ,”’”‘““

。

“ “ ,一
”· , ,““ ‘ ,
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整理

艺
。 ,’。 ,” 。 , “ ”二 。 一 ”, ”

二 ’。 。 又 占, 。 。 ,。 为 一 又 “ ”

于是 匀式的驻值条件可写为
。。 ,

一 又
‘’ 。、 , · 》一 。。

· 。“ · 。

爪厂 , 、

一 , 。 “ ·

一 , ,一 ,‘·“一‘“
·
‘ ,

。 ·“。一 ,”’”‘‘“

, 。 · ,, ·”· ‘ ,”· ,·‘“

。

‘ , ·一 、 ,”· ,·‘“ ‘ ,

由于 污“ 幻 和 故‘ 都是独立变量
,

则得到分区的运动方程
,

心二 , 一 ‘ “ , 〔 。

分区外力已知边界条件
,

‘ 罗”
“ , 一 万 , 一 〔 ,

交界面上的位移连续条件
,

。 “ , 〔

和决定 又 的条件
,

而 。 , , , 一试 , 。 〔

从 式
,

我们看到位移连续条件 式在变分中也得到了自然满足 因此
,

到了下面不完全的动力学分区广义变分原理

我们得

对任意时刻 , ,

在表面 凡
,

凡 上满足位移已知边界条件 式和在
,

中满足

应变位移关系
,

那么
,

在满足已给的起始位置和终了位置 即满足 式 的可能运动
“ “ , , 。 ’, 。 , 中

,

真实的运动 “
“ , , ’, 必 , 必使下列泛函取驻值

。

一琴
了

一
一 , 。 ,

·’·“
“ ’“ ·

, 。歹“
。 ’·“

“ ’‘“

含
。

‘ ·沪 · ,, 一 ,一 ,““ ‘,

式中 ” 和
“ , 分别见 式和 式

,斌 表示与 对立的编号

通过引人拉格朗 日乘子并加以识别的方法
,

我们还可以根据需要放松其他约束条件

中的一个或全部
,

从而得到新的广义泛函 下面我们给出分 个区域的完全的动力学广

义变分原理

设弹性体分成 个区域 式。
, ,

⋯
,

在满足已给起始位置和终了位置〔即

满足 式 的一切可能运动 “ , , ’, 。罗’中
,

真实运动 。
‘ ,

矛, ,

试梦’必使下列泛函取
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驻值
,

气弓

生 。‘ ,‘ 。 , 一 生 ‘。 , , ,
、

探
犷

户月几」、‘‘
皿
目三
口口

一 , 。 ,, ,。 , , ,
· ,· ,一

·

一 , 嘴 ·、 · ,, 一合
· , , · ,”,」

‘ ·

, ,

‘“
·’· ,
‘

“

十
盆。音

。 ,, ’, ,
· , 。 ,

“‘ ’

一 ,
‘ , ,

翻峪

一 ‘ , · , ,
。 , 一

· , 。
碑,

月

也就是说
,

使上述泛函取驻值的 研‘
, 。 ’, 试 ’ 必满足运动方程 式

,

应变位移关系

式
,

位移已知的边界条件 式和外力已知的边界条件 , 式
,

以及各区域间的交界面 上

的位移和应力的合力的连续条件 式和 式 式中的 丫表示与
。

域相邻的诸域

的编号
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