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以加权残数法为基础的有限元模型
‘’

杨海元 赵志岗 倪力军
天 津 大 学 力 学 系

提要 本文就弹性力学问题
,

给出了有限元方法的最一般的加权残数方程
,

并以此为基础导出

了协调
、

平衡和混合一杂交等有限元模型 在方程建立中
,

处理了单元交界迩续性间题并对目

前有限元方法一些间题进行了讨论 指出
,

适当选择权函数
,

可以由加权残数法导出现有的
、

以变分原理为基础的各种有限元模型 揭示了加权残数法更加广泛应用的可能性

关锐词 加权残数法
,

有限元
,

变分原理

一
、

引 言

加权残数法是直接从微分方程出发解决物理和工程问题的有效数值方法之一
。

许多

研究成果
,

如〔 〕
,

表明
,

在一些情况下
,

与有限元法比较
,

它有精度高
,

计算量小
,

简单直观

等优点
。

尽管如此
,

当求解区域或边界条件或载荷分布复杂时
,

却很难期待由加权残数

法
,

通过在整域内假设统一的试函数
,

来获得满意的解答
。

因此
,

用加权残数法来建立有

限元模型
,

有着很大吸引力 近十余年来
,

一些学者在这方面做了不少工作
,

并已取得若

千成果
,

如 〔
、

〔 〕
、

〕 但是
,

到 目前为止
,

一方面
,

用于有限元的一般加权残数方程尚

未建立 另一方面
,

一些重要的有限元模型
,

如杂交模型
,

也还未曾涉及

本文首先就弹性力学问题给出最一般的加权残数法有限元方程 其次
,

在此基础上

建立几种典型的有限元模型 在此过程中
,

我们将会看到
,

选取适当的权函数
,

这些模型

将化为 目前常见的以变分原理为基础的几种模型 由于加权残数法鲜明的直观性
,

单元

向交界处的连续性要求被突出出来
,

必须正确处理
,

另外
,

一些有限元模型的数学一力学本

质更容易看出
,

与经过各种泛函的变分来建立有限元相比
,

更有益于人们对有限元方法的

认识和研究
。

二
、

加权残数法有限元的一般方程

对于弹性力学问题
,

用于有限元法的最一般的加权残数方程
,

可写为热

万
, 。

一含一 一 , ‘ 了,

“
。

一
“ ,乏“ 花孟’砰 ’

,

,‘

功 中国科学院科学基金资助项目 本文曾在第二届全国加权残值法学术会议上报告 , ‘年 呼月 ,杭州 并刊载
于 如

, , , , ·

本文于 年 月 日收到

这里 ,为简单 ,限于静力和小变形 推广于动力和有限变形问题 ,并无原则困难
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。

‘一 ‘了 “ 十
。。

一
寿

。

“ 一 “ 分““ 一
。 一淤‘“

‘“一
。

一 , 一 ,分 ,‘“

,

, ,

畏
, , , ,

式中
。

为单元 , 听占空间
,

凡
。

及 凡
。

分别为
。

边界面
。

的外力给定 户
。

和位

移给定 瓦 部分
, 。

为单元 ‘ 与相邻单元交界面
,

一般情况下有
。

凡
。

十 又
。 。 ,

价 , 、 白 , 及 “
‘

分别为单元域内应力
、

应变及位移
, 寿, 为单元界面位移

,

凡
、 为表面应力

, , , , , , 。 , 为界面外法线方向余弦
, ‘ 为体积力

, ‘, , 为弹性常数
, ‘, 、 , 及

为域内权函数
,

分
‘ 、

动
、

所 及 淤 为边界权函数
,

习 指对单元求和

式中的变量 价 , 、 , , 、 “ , 及 寿、 皆可独立假设
,

除 奋, 按其含义应为相邻单元所

共有外无其它约束条件 各权函数应为独立的任意完备系 最后一项在
。

上的积分是

为保证在单元交界处内力的连续性而设 内力连续性条件的此种写法要求权函数 截 在
跨越 凡 时有 连续性

,

即 淤 应为相邻单元听共用

式的正确性和普遍性是显而易见的 下面找们将看到
,

以它为基础可导出各种

有限元模型

三
、

有限元协调模型

协调模型以结点位移为变量
,

以结点位移插值函数为单元内和单元界面位移场并要

求位移满足
, 匕的边界条件 应力应由位移所对应的应变经本构关系求得

。

于是
,

式退化为

又 。 ,
,

, , 、 , 一
。 , 一 ,

, , 矛 一
, ,

淤、冬一 。
,

一丁 。 沙 。

, 少 , ,

值得注意的是
,

这里只保证 “ , 在跨越
。

时的 连续性
,

亦即
,

在一般情况下不保

证内力跨越单元的连续性
,

所以
,

式最后一项在
。

上的积分不能去掉
。

由于 式中的三个积分分属不同区域
,

所以
,

不失一般性
,

可取诸权函数相同
,

即边

界权函数相当于域内权函数在边界上的取值
,

于是
,

式化为

万
产

一 ‘ 评 ‘ 一 、 。

一 户
一 , ‘“一

, 一万了‘“ 一 。 , ,

当然
,

也可以 只取边界权函数 杯 淤 一 命
‘ ,

即

习
。

一 “ ,平 ‘ 一
。

一 厂
一 ,矛 一

。 二命 一 。 , · ,

上述三式都非常直接地把有限元协调模型的根据揭示了出来
,

使我们很容易看清该

模型在各种具体情况下的实质 例如
,

人们熟知的弹性力学平面问题常应变三角形单元
,

当体积力不计时
,

由于单元域内平衡条件已经满足
,

式化为

这种记法表示各脚标 ‘, 护, 天, 的取值范围宙为 , , 下同
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万
, , 一 ,

,

命 十 ,分韶卜
。

一亡 少 亡

因而所处理的只是单元间内力连接和力边界条件问题
。

现在我们对 式做进一步研究 若权函数 在
,

内一阶可导
,

则利用 、
公

式
,

式可化为

习
一 。。

一带
了, ,‘ , 。‘ ‘

,

”一 矛‘“
, “一平犷“ 一 ” ‘ ,

若取权函数 牙 , , , ,

则 式即是广义伽辽金法方程
,

即可不全部满足边界条件的

伽辽金法
,

式即是全量形式的虚位移原理的有限元形式 若取权函数 平、 如 , ,

式
即是通常的虚位移原理的有限元形式

,

也就是弹性力学势能原理的有限元变分式
,

这时
,

应有在 凡 上
‘ 一 翻 , 但是

,

对于加权残数法
,

平 , 的选取则不限于这些
,

它是

相当灵活的
。

在计算实践中
,

可以从 或 或 式出发
,

在遵守相应条件后
,

也可以从 式
、

出发
。

为说明方程的应用
,

现在我们从 或 式出发研究一下弹性力学平面问题
。

如果在单元内和单元边界上皆使用配点法
,

则加权残数方程无论取 或 式皆

可写为以下三组

飞下、少
碑

‘、了‘、了、

万‘
“‘,

, , ‘了 ,’
·‘
一沪

, 二

一 ’

万‘
,

一 凡 ”
· ,

一、,
, ·

一 二 ’

万‘
’一 , ’

·

一、

一
一 ’一

,

, , ,

⋯
,

, 阴 ,

⋯
,

” , ,

⋯
, ”

式中 人
、

和 。 依次为单元域
。

内
、

单元边界 几
,

上和单元交界 上配点总数
。

如果采用单元域内配线
、

边界配点的配线混合法【 〕
,

并取配线与边界的交点为配点
,

则无论配线上的权函数如何取 含分段配线法
,

皆可从 式出发
,

并有如下的残数方程

万 二【一 ‘犷 ,带 ,”’
·

一
了石币而动牙“

一 。, 。

〔 一 户
一 ,平 ,, ”

二
产 , 之‘一‘

一 。,

〔 一牙 ,‘”

一
‘ , 一

,

及
, ,

⋯
,

及
, ,

⋯
,

式中 平沪 是权函数序列
、 中的第 及个函数

,

及 是拟取的函数个数
, 色 执 是

第 条配线方程
,

是拟取的配线数
,

科 和 尸 是第 条配线与单元边界的交点
。

四
、

有限元平衡模型

平衡模型要事先假设在单元内满足平衡方程
,

在 上满足力边界条件
,

在跨越 又时
满足内力连续条件的应力 今 应变 。厅 则经本构方程由应力求出

。

这时
,

式退化为
,

万
、

一合一 一
,」
‘,‘ , ,

一
‘了 ,分‘
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。

“‘ 一“ 帝 ,‘“ 一 ”
, ‘, , 一 ‘

, , , ’

这里要注意的是
,

由于并不单独假设单元边界位移 形, ,

所以 式中在 凡
。

上的积分棺
应于 又

,

上的位移边界条件
,

在
。

上的积分相应于跨越 又 时的位移连续条件
,

而后者

可写为

不
。

‘一 , ,分“ 一 ”

其中 又 , 代表 。 、 二相邻单元的交界面
,

艺 代表对所有单元交界 求和 为将上

式并人对单元求和的 式
,

可引人定义在
,

内的权函数 矛 , ,

而将权函数 分
‘ 取为

命 , , , , 于是
,

式化为

万
,

一合一 一
, 牙 ,‘ 。

一矛扩,一‘“

。

一
“ 帝 ,‘“ 一 ”

此式要求 命产 , 有跨越 凡 的 连续性

若 平“ 满足对称条件
, , , 一 , 且在

。

内一阶可导
,

再取诸权函数相同
,

即

命谭 命‘,。 , 砰‘,。 , ,

则利用 。 公式 式可化为

万
、 一‘ , ,‘ 。

一平‘, , ,‘ 一
,一牙了,一

一
。

‘了‘ 了,一‘“ 一

显然
,

当取 , 一 办 时
,

式即全量形式的虚应力原理 当取

通常的虚应力原理 即余虚功原理 或最小余能原理的变分式
, ,

,
, 占必 ,

,

, ,

在
。

内

详 , , , 一 。 ,占。‘ 一 占
, , ,

在
。

上

平 , ,

鱿 , 时
,

式即

在后一情况下
,

应有

这时
,

并且只有这时
,

式中的 “‘ 才不再出现
,

有限元的平衡模型才能实现
。

加权残数法为基础的
、

纯粹的有限元平衡模型实际上是没有意义的
,

可见
,

以

五
、

混合一杂交有限元模型

在单元内独立假设应变 。 , , 或应力 。 , 和位移 。 , ,

在单元边界假设位移 获
,

并使

药 满足 上的边界条件 这时
,

我们可以分两步建立有限元模型

第一步
,

先对每个单元保证几何性要求 按 式
,

应有加权残数方程
。 , 一 生 “ , , , , ,

,‘ 二 , , 。 “ 一 , 命
‘ 一 。

,

‘ ￡ 。

且并, , ,

若 平 ,、 牙 , ,

命
‘ 平。。 , ,

且 平 , 在
。

内一阶可导
,

上式可化为

。 , ,二 ,‘。 、
一 , ‘二‘,

,

,‘。 一 ‘二‘, , ,‘、一 。
一

, “

注愈到在这一步单元的整个边界
。

可以暂时地看成 凡
,

当取权函数 平‘,

阳 , ,



力 学 学 一 年 第 一卷

平。
,

, 一 杠 ,
,

, 一
,

从而把 式作为余能原理变分式使用时
,

只要在单元 矶 内假设应

变 , 或应力 今
,

在单元边界
。

上假设位移 彩, 就够了
,

这正是卞学横在他的假设

应力杂交模型中所做的
。

在计算实践中
,

我们可以选择任一种权函数方案
,

从而由 式获得 。 , , 中的参数与
, , 和 兹 中的参数间的关系

第二步
,

令所设应变
。 , , 或应力 , 在整个结构 物体 范围内满足平衡性要求 这

时
,

应有加权残数方程

万
。

‘。 ,
,

, “ , “ 一
。

一 户
一 ,帝 ,‘“

一
。 一动““ 一

,

,

这里的应力 氏 , 应由所设应变 经本构关系求得 要注意的是
,

由于应变 是在各

单元内独立假设的
,

单元间应力
, , 的连续性不能保证

,

所以上式中在 又 上的积分不能

去掉
。

在选定 式中权函数方案后
,

即可将由第一步获得的以位移参数表示的应变代人
,

以建立求解位移参数的方程组

由 式明显可见
,

若在第一步对每个单元使用余能原理
,

第二步对整体结构 物体

使用势能原理
,

或与此等价
,

如卞学错所做的
,

将修正的余能泛函依次对应力和单元边界

位移变分
,

由于所设应变 或应力 在单元内已满足平衡方程
,

所以第二步实际上只是在解

决力边界条件和单元间的内力连接问题
,

即
,

结构被划分为若千单元后的整体平衡问题
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