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提要 设入射波为 二阶波
,

通过对二阶远场散射问题的研究
,

得出了二阶散射波

渐近解的一般形式
,

推导出了二阶散射波辐射条件的数学表达式 证明了二阶散射波的能量

有两个来源 其一为二阶人射波
,

其二为一阶流场 对应于不同来源的两个二阶散射波向外

的能流在
尸 方向的变化率以不同的量级衰减

关镇词 二阶散射波
,

渐近解 , 辐射条件
,

能流
,

能量特性

一
、

引 言

近年来
,

关于作用在大型海上建筑物上的非线性波浪力问题引起了许 多学 者 的重

视 由于问题的复杂性
,

绝大多数的研究局限于二阶非线性波浪绕射问题 即假定入射

波为 二阶波 分别求解一阶和二阶散射波的定解问题

关于二阶散射波的辐射条件
,

一直是一个有争议的问题 在一些文献 一 中
,

所给

出的二阶散射波辐射条件的表达式各不相同
,

而在另一些文献〔一 中
,

没有写出它的

表达式
。

和 刀 认为二阶散射波辐射条件不同于一阶散射波辐射条件
,

它

应在一阶问题求解之后才能导出
。

周清甫网认为在无限水深情况
,

二阶散射波辐射条件

仍为 条件

在一阶散射问题中
,

对于远离建筑物的远场
,

一阶散射势满足的拉普拉斯方程可以化

为二维亥姆霍茨方程或称约化的波动方程
,

因而可以自然地引进 条件做

为一阶散射问题的辐射条件
。

然而
,

在二阶散射问题中
,

由于二阶散射势场受到一阶流场的影响
,

既使在远场
,

二阶

散射势满足的拉普拉斯方程也不能化为单一的二维亥姆霍茨方程
。

因此
,

不能如同一阶

情况自然地引进 条件做为二阶散射波的辐射条件
。

事实上
,

辐射条件完全可以由散射波的渐近解来导出
。

这个渐近解应满足拉普拉斯

方程
、

自由表面条件和海底不透水条件
,

且满足物理意义下的辐射条件—即渐近解应为向外传播的波 和 , 由这样的概念
,

导出了三维问题一阶散射波辐射条件
,

结果与 条件是相似的
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作者曾给出了 二
一 平面二维问题的二阶散射波辐射条件及算例国

。

本文首先通过

对三维二阶远场散射问题的研究
,

寻求三维问题二阶散射波的渐近解
,

并利用这一渐近解

导出三维问题二阶散射波的辐射条件 然后进一步将二阶散射问题分解为两个 定 解 问

题
,

即对应于齐次自由表面条件的问题和对应于齐次物面条件的问题比
, , 利用格林公

式
,

分别对这两个问题所确定的二阶散射波的能量特性进行了分析
。

二
、

一阶和二阶定解问题

波浪散射问题的求解域和坐标系如图 所示 图中 表示自由水面
,

表示建筑

物表面
,

表示海底
,

孔 表示 ,

、 的圆柱面 假定流体为无粘无旋不可压缩的理想

流体
。

则波浪场的速度势 中满足的方程及边界条件为
,中 , , , 一 口 一

、少、,产,‘,了、了‘、

、、‘︸,
山

了、了‘、五 旦鱼
口 口

少
万一 ,

叹一

凡几一

叮一劣

︺︸一护‘

︸十

十 工 哟
,

十 , 一 。 一

鲤头妙加鱼价鲤价

将 , 和 勺展成小参数 的幂级数

中 少 十 扩中 ⋯⋯
, ‘刃 扩小 ⋯⋯

式中 。一粤及。
, ,

无分别为一阶人射波波高和波数
艺

将 和 式代人 一
,

整理后

可以形成关于 中 和 中 的定解问题
。

一阶散射问题
引进复变量来方便计算

,

将人射波与

散射波分开
,

并分离出时间因子 ‘ ‘哪 即

设
必 币 价 一‘, ,

式中 。为圆频率
,

材 为一阶复散射势 材

为一阶复夕射势

图 波浪散射问题求解域和坐标系 反 。 天
·

, ,灸, 夕田一
一

式中‘ 为水深
。

‘ 满足如下的控制方程和边界条件

铲材 口
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、产、声、少、产、声、少、尹、,夕、,尸、产、产、少、声、厂卯材
。

—
一

口拭 。 , 二 、 。

一二一 一一 —甲 —口名

恻 塑
口 口”

了可擎
一 、蜘泊 , 。 孔

犷

式即著名的 条件

二阶散射问题

对于二阶问题也可以引进复变量来方便计算
,

即设

中 价 价拿。
一 ,了‘

式中 对 为二阶复散射势
,

洲 为二阶复人射势

价卜 一 圣终
。 及 十 、 吸‘

·
, ,“ 二

友
‘

利用恒等式

汉。“
·

刀。“ 一 工 才刀。, “ 工 汉丑

口,凡几

可以形成关于 材 的定解问题
价蒙

鱼丝

掣 一丝 材 一 恻 撅
,

, 。
名

旦过 丛口”
辐射条件

式中 衬 仅为 材 的函数
,

衬
,

拭 为时 和 拭的函数

拭 一 一 华币全卜宜 口价全二

一
区
山

竺 衬
,

介 价全
,

价
。 , 、 「 。

, 口价 二
一二, 甲 一一 一又一一

一「
名

里旦过
盆

二 夕币全
门厂

一
功

「价全 价 二

——口
价 二 价全

一
口一

一
三

、

二阶散射波渐近解和辐射亲件

有限水深情况

考虑 足够大的远场
,

无论结构物的形状如何
,

一阶散射波的渐近解可以写成如下的
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形式

卜 一黑一 恤蝉牛』
。 。 ‘ , · , 一粉

犷了及, 之‘

式中 一 艺
二 。日, “二 为待定系数

利用 和 式
,

可以得到二阶自由表面条件右端项的渐近形式

价 一
及
工 , ‘妙

岁 日 一

九币妻币 一
,

及‘一 一 一今
二 。“ ·‘ 一 , , · 。 , 一 ,

。丫硬

将
、

式代人 在远场求解二阶散射问题
,

则得到二阶散射波的渐近解为

,卜 。 其书
‘哒粤卿

。“ · 。 。 共书尺
‘

丫几 “ 孟 丫通

友了
。 ‘ 。‘“·‘,

一“

。,

弃
《

·

及 。 , ,“ · 一是 , ,竺扩

式中 肠
、

幻
、

幻 仅为 的函数

。 口 一 艺 凡 夕

幻 口
,

及‘一 一 承

及‘ 了
。
百

·

天讨
’

乏
。。 。 一 、 及‘

· 。 通了

翻 , 口

式中 凡

一 鱿 口

及
·

及 及 一 及
·

友

为待定系数 几由下式确定

丝 耐 一 。

十

〔, 证明 式中右端第二项是满足
、

及非齐次表面条件 中‘

项的渐近解 同理可以证明 中右端第三项是满足 中 项的渐近解 而 中

右端第一项是满足齐次表面条件的渐近解 因此
,

式满足方程
,

满足海底条件
,

满足自由水面条件
,

且为向外传播的波

对 式取 方向偏导
,

可以得到三维问题有限水深情况二阶散射波辐射条件的表

达式

、尹、,户、声自三,口,,内内」
‘、了、了、争

一 “币 , 一 ‘〔‘ ‘
。。 “ , 一 ‘ ,‘“一 ‘ ‘一 ‘ ,‘“一 一‘,

一
‘“一“ “ ,若六

· 〔‘丫拜而动
· ‘ , ,·‘交

一
’

‘一“
“ ,着宕

· ,‘ · “ ,一‘
·
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无限水深情况

当水深为无限时
,

二阶人射波 汉 二 因此
,

二阶散射波中没有独立于一阶流场为

通解项
,

即 材 完全由一阶流场所确定 将 式中通解部分去掉后令 和 、
,

注意到

此时有

、

一一一十,备、

及 、

及
一

,

乏 ”

及了玄不万蕊而
二 。 灸了了 不万丽骊 ,

亡

则可以得到无限水深时 衬 的渐近解

时 如
, 众’了玉不不丽 。 , ·‘、 。。·“ , 一音

一一

︸广
,尸‘仍一衬

式中

加
一

,

慰
了圣不厄厄蕊落一 、

了

由材 的渐近解
,

可以导出无限水深时二阶散射波的辐射条件为

娜才
, ,

工 。、 ,

。 , 一 、

下丁一 一 气、
, ‘ 。毖 以理 一 , 、

“
少 一

四
、

二阶散射波能 特性分析

可以进一步将 对 分离成讨 和 拐 的定解问题
, 币护为如下定解问题的解

切币犷 口

口价护 。, , 。 。

一二一 — —
甲 一名

任

吸

刀

鱼业

鲤‘姗

了丁 擎
一 神泊 , 。 ‘

、 口犷

材 为如下定解问题的解
价护

价 , 仍 二时 。

一二 , 一 一 —甲
万 一君

旦过
。

忿

旦塑 一 。
口”

‘

辐射条件

式中 币 价尝冲
‘

口,凡
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对于 价犷的辐射条件
,

如果略去
一‘

以上的量级可以表示为

掣 一
‘ 。。 。 价 ,一 。 , 一 、

犷

波浪通过某一截面的能流为动水压力所做的功的时均值
,

即

、一 画 “

式中 为动水压力
, “ 为垂直于截面的流速

为计算两正弦函数乘积的时均值
,

将利用如下的一般公式助 ,

若 。一‘口‘ , 一‘口‘ ,

则

、少、少、了
‘、声‘、声,‘,‘侍,‘哎子叮沙

︸气,嵘沙、了
、了‘、了吸、了、

乡一 工 ‘ 。云‘, 一 工 , 。 一 工 , ,

式中 表示共扼复数 一 鲍
『

价护问题

考虑 中犷的能流
,

有

妙合
‘ · ‘“‘护

一
。 币犷

影
‘ “

器
’

一 、·

尽回黔
一 、 翻“

由于 时 和 访犷 均为调和函数
,

因此
,

利用如下的格林公式

‘
’“

一
’
‘“ 一妙

‘

言氮
一 “

瓮
一

‘“

令 币梦
,

价梦气 显然有下式成立

合
苗 · , 护

瓷
’ 一 小护 ’

式的积分应在全部边界面上进行
,

简写为

一

, ‘

旦笠 ‘、一 。
口移

事实上
,

或 式即为散射势能量守恒方程 即在域内无源无汇的条件下
,

在一

个周期内
,

通过所有界面流人与流出的能量的总和为零
。

现在分别考查通过各个界面的能流
,

利用 一
,

有

一

巨笋
犷,
’ 一
、

’

笋
一 “

一

,

一幼卜
犷

器
一

“ 器卜
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因此
,

可以得到通过 孔 界面向外的能流

“一合
‘的 · ‘护

器
‘ 一 中犷 ,

’

荟
‘“

一妙幼叫黝
’ 一 栩

’

鄂
‘夕

由 可见
,

价护 向外的能流
,

来源于建筑物对二阶人射波的反射
,

由于在理想流体

和建筑物表面刚性的假定下
,

能量不会损失
,

活匕柱体反射的能量必然与 几 面上流出的

能量相等 并且
,

当建筑物一定的条件下
,

所反射的能量也是一定的 利用辐射条件

和 币犷的渐近表达式

,卜
, ‘

书
。“ · 一 , ,

,
又

式中 才 一 艺
。

初
, 。。 为系数

,

可计算出 币护向外的能流

‘ ,‘

一
, 价

器
’‘“ “ 犷一 ”

一
, ’

乙, “ , ,
’。 ’‘ · ‘ , 一 几

韶 公 一 ,

一
一

。。 ‘ 工 、
’“

一, 韶 , 一

孟

显然上式积分项为一非负的常数
。

或表示为

婴一
一 ’

”

如果定义向外的能流密度

一合
‘的。 币护

器
’ 一 币 ·

器
则 讨 向外的能流可写为

、一、 一 ”
。 。 ,‘二韶 一 常数 。 , 一

口 一‘

由 式可以得到

口心

价
工 。 一 。 一 , ,

,

事实上
,

价护的定解问题 一 勺与一阶散射波定解问题极为相似
,

因此 式

对一阶散射波能流密度同样成立
。

价夕问题

考虑 娜 , 的能流
,

同样应用格林公式 , ,

类似于 ,
,

有下式成立

合
‘二 “ ,

器
’ 一 ‘“,

’

影
‘“一 ”

利用 一
,

由 式
,

则通过 几 界面向外的能流为
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恻、一
价 ,

掣
‘

岁盆 、 口刃

年 第 卷

目

一
功 。 价 ,

一 “
, ’ ,‘“

“ 或 式是 拐 , 问题的能量守恒关系
。

式表明
,

币犷向外的能流来源于 二

阶自由表面条件的非齐次项
,

非齐次项在物理意义上可以看做是作用在整个水面的压力

场叫
。

由于非齐次项完全由一阶流场所确定
,

因此
,

拐了的能量来源于一阶流场
,

而与二

阶人射波无关
。

对 式取 方向的偏导数
,

则能流在 方向的变化率为

寥一工
,。。 ” , 。 一 , 。 ,韶

, , 一
犷

为进一步化简 式
,

利用 和 拐了 的渐近形式

一 , ,。

书
。“ ·‘ 一‘ , , ‘ 乒

。“ · , 一番

凌 尺

价尹 口, 二 及 口 井
,“ ·“ 一 , 。, 二 毓

犷走
上

, ,掩,

小
, 一

二
、 ,

尺

番

式中

城 一 叹 一一
。 。 里

一 一
及

,

, ,

及‘一 一
· 。 〔及了乏

一
不万蕊菇

二 ‘

护 及 了
。 · 。 天丫

。 一 及甘 及讨
。。

, 一 ‘ 夜
及

,
及 卜及 天 一 及

·

天

将 ‘
、

代人 右端
,

则

进一步整理后得

口

一合
‘。 ·

犷
,

六一
“‘一 ”’ ”“右

·’“

·

卜 ,

六
一‘灸

·‘’

一
’ 一 “ ,

‘

宕一
一 ”‘老

六
一‘遗

’‘’‘一 ’‘ ’一 ”“ , ’右一
·

一

六
·‘欢·“‘ 。。”’ 岁右

·’‘互· · 一‘ ,

一合
‘口 ·

犷肃
【, “ 一 , , , 」 、

·

幻 鱿 一‘花“ 一 , 蛇岁, ‘走‘,一 , 韶 一 ,

一 。 女

以能流密度表示为

, 心力
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鱼 十 生
。 一 一

朽
, ‘

当水深趋于无限时
,

由于二阶人射波 拼 二
,

因此有 币梦三 这时
,

只存在二阶散

射彼 材
,

显然
,

币犷完全由一阶流场所确定

五
、

讨 论 与 结 论

比较 和 式
,

可以注意到
,

二阶散射波渐近解与一阶散射波渐近解不同
。

二阶

渐近解由两部分组成
,

一部分 即 中右端第一项 是独立于一阶流场的
,

另一部分 即

式右端后两顶 宪全由一阶流场所决定

由二阶散射波辐射条件表达式 可以看出
,

二阶辐射条件与一阶辐射条件也不同
,

前者含有由一阶流场决定的那部分二阶散射波的渐近解
,

即二阶辐射条件不是独立的
,

它

受到一阶流场的影响
,

在一阶流场求出之后才能确定
,

这正好与 和 叫 的

论断相吻合
。

将辐射条件表达式与自由表面条件表达式比较
,

发现两者极为相似
。

这两个条件在

一阶时均为齐次
,

而在二阶时均为非齐次
。

非齐次项反应了一阶场对二阶场的影响
,

这也

是应用摄动理论的自然结果
。

二阶散射波的能量有两个来源
,

其一为由建筑物所反射的二阶人射波的能量
。

其二

为由一阶流场所确定的二阶自由表面条件的非齐次项
。

价犷的能量特性与一阶散射波相

同
。

价护与 价护的能流或能流密度在 方向上的变化率以不同的量级衰减
。

事实上
,

式
、

和
、

也是 讨 和 ‘
‘ 在能量意义上的辐射条件
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