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轴对称薄圆环壳方程级数解收敛性的研究
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提要 本文研究轴对称薄圆环壳齐次方程级数解的收敛性
,

证明了每种环壳都有在全域

上收敛的级数解

关键词 环壳
,

级数解
,

收敛性
。

本文从下列轴对称薄圆环壳方程山出发

、少心且了百、

、,,里‘贾

口币 币一 初 一 甲

滋 甲 甲
万 一 一

十 甲

了 ‘甲

一 、二

誓
币一

式中所用符号
,

其意义与文 完全相同 。

引进符号

及一 上

式 可改写为

、产弓了、

、,,声,‘

肠 价 十 币一 一 一 及 甲

及 甲 血 甲
弋丁 叮一

慰早夜 甲

滋 甲

一 荞 价一
乙产

式中
,

,

⋯ 一 上匕些里
‘

典 ⋯
。

、三 〔⋯ 一

还 甲 甲
遥

一 甲

。扩甲

及 甲 甲 ⋯

设
, 一 呈玉二上 功 旦 、一 刃

其中

一

了
, 、

护
又 一 犷 少尸二 一 —

,

‘
了二

则可将式 化为复量形式

本文于 , 肠 年 月 日收到 于 ,盯 年 月 日收到修改稿
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, , 浇声
又‘一 , 及 甲

一 一 了丁下一兀一一灭 , 刃 一 二户 “ 丫 一
尺一 七。 甲 甲

天 反 甲

甲

。
。

令

一 及 滋 甲 一 及
, 又 一 中 夕

则由式 可导出

‘ ,
噢 一 。。 , 粤 、 , ,

下 召甲

一
、一 , , 粤

。 , 十 。
。

乙

“ 甲

式 的齐次式便可写为
, 一 , 典 一 十 二 幽 十 , , “ , 一 。

匆‘ “

式 是一个具有奇点的富克斯型方程 文 将环壳分为五种类型 图
,

给出了在

每个有意义奇点上展开的幂级数解
,

并且研究了解的收敛性 文 证明了
,

在某些情况

下
,

环壳齐次方程的幂级数解在环壳的全域上收敛 本文则证明 每种环壳都有在全域

上收敛的幂级数解

吧

令一
汉‘

工

一 昌 鉴 皿

‘ 蕊

翻 亡 二 十

一 ‘ “ ‘

似 十

或‘, 或“ 二 一 工
沦 二

二 翻 省

或 一 鉴 奋 二

吸寿

一 吕“ ‘ 一毒

图 五种环壳
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级教解

首先研究在奇点 “ 外展开的级数解 设
二 二二二兰

,

一 成 “ 成
, 。《 ‘

于是式 可写为
, 、 夕 ,

二
, 。 , 、 口

又 十 友一 艺 一 劣‘

下言 宁 个 尺 一 ‘ 尺 少丁
一 孟

十 十 之 一 ,

设式 的解为

, 一 艺
。 , “

将式 代人式 得

及 。 。 。 一 分, 一 。 例 一 及 ,

十 夕 一 天 一 几 分 , 。 巧 一 。 夕 一

一 之了 。分王 护
,

由 姚 笋 。 求得
。

—
, 〕 甘

所以
,

方程 的两个线性独立解为

一 艺
。 , , 十看

,

习 护,二

下面让我们研究解的收敛性 设

二孟 界
, 夕, ,

式 蕊一 二乙

七 华
,

界

二

则由式 可得
, ,

一 ‘

矗
,

一

毕

工、
、 一

、 、

二 气
“ 、 ”

根据微分方程级数解的收敛性的理论 〔, ,

在方程的某一奇点邻域展开的级数解
,

其收敛半

径决定于该点与其最邻近的奇点间的距离 因此
,

由式 和 可知

对于 簇天 的环壳
,

级数解 的收敛域为 簇 镇
八 、

一
。 ,

,

, 二 。一
‘ 一

, , 二‘ , 。 、
,

,
、 , 。 , , 寿

对于 ”
以 ‘ 的环壳

,

级数解 ‘ 的收敛域为 “ ‘ 二

咭止
·

于此可见
,

对于图 中的
、 、 ‘ 和 种环壳

,

级数解都在环壳的全域上收敛

但是应当指出
,

对于 乏 。的环壳即球壳
,

从解决力学问题的角度看
, 二 级数解在

。 即 处失效 因为
,

根据式
,

当 左一 。时

一

里二
甲
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在 , 滋 甲 处 是无定义的

级数解

现在研究在奇点 , 一 处展开的级数解 令

竺
,

一 二 ,

《 , 《

则式 可写为

一 及一 夕妙 一 夕 竺气 一 天 互夕
夕

‘ 夕

又 一 一

设方程 的解为

了

艺
。

,
, ’

将式 代人方程 得

一 及 , 。 下一 分, 一 丁一 一 及 。

一 一 灸 一 又 票
,

川 一

一 一 又 班
,

下面需要分两种情况加以研究

天笋

根据式
,

由 护, 笋 求得

,

一
, 。 一 。

因此
,

方程 的两个线性独立解为

玛 桦尹玄 ,

川 一 艺 沪尹

盖 分里 牙
, 。, , ,

分王 班

王蕊 且乙 二毛一

侣
月刊卜 口

二
口

则由式 可得
、、

、产

礁
一 最十 。

切
二

,

一

旱
甲

劲
十 。

券
根据微分方程级数解的收敛性的理论团 ,

由式 和 可知

对于 镇反 的环壳
,

级数解 的收敛域为 成 镇
, 、 , 一 ,

, , ,
, ,

“一 、
, , , 、 二

一 、
,

二
、 , 。 , , 一 及

以少 划 丁 ”、尺吸‘ 汉 ‘ 尺气 。 荆环兄
,

教狱胖 以 阴叹欧狱刀 ”热 、 一丁
’

和 级数解的情况相同
,

对于 反一 的环壳即球壳
,

从解决力学问题的角度看
,

级

数解在球极处失效

互



第 期 王慎行 轴对称薄圆环壳方程级数解收敛性白如研究

在此条件下式 约 退化为
。 户 一 才‘, 一 。 , 一 尸 一

一 才男
,

式中 标志退化情况 由 扑
, 笋 可得

一 生 了
, 。

因此
,

方程 的两个线性独立的级数解为

一 了

友 一 艺 才“ , 。 , ,

‘ 一 习 才‘, , , 二

它们可称为 九一 ,

级数解

由式 很易求得

全少
炭六资

, 、, ’

旦 十 。

切
可见

,

入 级数解的收敛域为 成 成

子级数解

现在研究
,

成反成 时
,

在奇点 “ 一 一及处展开的级数解 设

一 簇 “ 一灸
,

一 二三 成 二 《 。

左

左
一及成

,

成 成

则方程 可写为

一 及
,

及 一
,

夕 , , , , , , 、 口

一二 一 一 尺
一 门 乙左

—才

一
一 十 之 友一 , 一

设方程 的解为

“ 一 艺
。二 ·

‘

将式 代人方程 得

一 及
, ‘

, 户厂一 分, 友 ,
犷一 , ‘

一

一 又 班 一 两
’

一 , ’

一

一 又 班
,

护
,

下面需要分两种情况加以研究
。

及笋

根据式
,

由 形 , 笋 求得
’ ,

成
’

因此只能得到一个独立的级数解 设这个解相应于 讨
,

则方程 的第一个子级数解

可写为

至
, 一 艺

, “ ,
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其系数递推公式为

一 及
, 。 。

及 。 , 一 一 之

一 , , 一 一 又 汤

设

丁
, 。 , 一 , ,

一
,

卜 一‘

加 叫 , 。 ,

卜

则由式 可求得

, 一之苦鱼 ‘

劲
。

劲
及

, 。 ,
、

二一 】十 气 】
乙 月一

根据文 〔
,

由式 和 可知 对于 镬 友 的环壳
,

第一个子级数解的收敛
、 , 、二 ,

, 一 及
嗯沁月 万 资

—
。

艺

设方程 的第二个独立级数解为

梦 犷 十 护

将式 代人方程 得

弓

〔 一 一 、 丝 一 一 , ,
一

‘
‘ 二

一 沈 反一 奋 一 一 友
‘

反 一
,

兰 一 犷 反二 一 ,

犷

犷

而

、

护一 艺 ‘·‘ ” 飞

将式 与 代人式 可得系数递推公式

一 友
, , 一 了

,

及 。 一 。 一 一 一 孟 尹一

一 一 , 一 一 几矛 几
一 ,

一 一 及
, , 一 九一

一 友 , 一 卜
, , 一 卜

、

令
全

。

一 尹
。一

子
。 ,

全
。 ,

一 了
, 一 ,

子一

了 一 且 全
。

一 了卜
,

斗

招 口 口口 月 卜 目

则由式 斗 很易求得

几
压

一宁
‘十

劲
。

动
’

元 一

粤
十

劫
十 。

卸
由此可知 护与 犷的收敛域是相同的
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灸

在此条件下式 退化为
。 居

, 。 , ‘

一 一 又 玲‘ , 一 , 户 ,

一 ,

‘

一 一 十 又 黔 了
,

上式与式 规律完全相同
,

所以据此所得的级数解必然与 九 , 级数解完全相同

关于五种环壳

根据以上的分析
,

可见每种环壳都有在全域上收敛的级数解

对于 天 的环壳 图
,

级数解在全域上收敛 如果 乏
,

则

级数解也在全域上收敛

对于 天 的环壳 图
,

级数解和 太二 级数解都在全域上收敛 屯

对于图 所示的 互 的环壳
,

级数解在全域上收敛

对于 及 的环壳
,

即球壳 图
,

级数解
、

级数解和第一个子级数解都在

全域上收敛 但是从解决力学问题的角度看
,

级数解和 级数解在球极上失效

对于图 所示的 天 的环壳
,

级数解和第一个子级数解都在全域上收

敛
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