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各向异性介质中 波引起的

圆孔附近的动应力集中

刘 殿 魁
国家地震局工程力学研究所

提要 本文利用复变函数方法求解无限的各向异性介质中入射的 波对圆形孔洞的散

射问题 指出动应力集中系数与入射波波数
。

和圆孔半径 尸 有关 最后给出了圆孔附近

动应力集中系数的数值结果

关锐词 弹性波的散射
,

动应力集中
,

稳态波
,

波

一
、

前 言

弹性波的散射和动应力集中问题
,

是弹性动力学中的重要课题之一
,

它在工程技术
、

地球物理等学科中
,

有着广泛的应用 的文献 对此做出了非常全面的评述 应

特别指出
,

在各种各样的分析方法中
,

复变函数方法 〔
, ,

为解决非圆形孔洞的散射问题提

供了一个新的途径 本文推广了复变函数方法
,

以求解各向异性介质中 波对圆孔的

散射问题

对于各向异性介质中波的传播和散射问题的研究
,

一般是采用迭加各方向的平面波
,

即用 。盯 积分方法去求解 〔 而对弹性体的散射和动应力集中问题的研究工作
,

则

更为少见 作者在文献 中
,

利用广义射线法
,

研究了各向异性介质中固定圆柱对

波散射问题的远场解

本文将使用复变函数方法求解各向异性介质中 波对圆孔的散射和动应力 集 中

问题 首先
,

在复平面
,

动 上给出各向异性介质中 波的运动方程的一般解
。

对

稳态问题
,

这个一般解用一个以变换参量 石和 乙的模为宗量的 函数的级数来表

示
,

并利用这个一般解
,

给出了 波对圆形孔洞散射问题的解答 如利用保角映射函

数
,

则可迸一步求解非圆孔洞的散射问题

二
、

反平面剪切运动

墓本方程和它的解

在各向异性介质中
,

弹性波对孔洞的散射问题
,

其最简单的模型就是反平面剪切运

动 如果人射波在 平面内
,

而由它引起的散射波的位移 。 二
, , , 垂直于 习 平面

,

而且与 二 轴无关 此时
,

运动方程可以写成

本文于 年 月 日收到第一次稿
,于 ” 年 月乡日收到修改稿
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公 , ,

己
, ,

沙留
一二 , 一 门 一 二 二 下二

口 名

这里 为材料密度

由虎克定律
,

在各向异性介质中
,

应力和位移有如下的关系阅

。 即 ,

二

一
‘ ”

瓦 个
七 ‘ ,

一
,

豁
‘

这里
, , ,

和
。

为材料的三个独立的弹性常数

“一
‘

“一子口一口一口

将表达式 和 代人运动方程
,

则运动方程可以写成如下的形式囚

, , 十 十 二

若引进复变量 二 十
,

云一 ‘ 一 ‘

则方程 幻 可写成如下的形式

一
,

一 ,‘ ,令
十 , 、· 一

, 夕留

口 牙

。 、

沙留
十 ‘ ” 一 ‘ “ 一 艺 , ” 石争 一 “

如果我们再引人如下形式的复变量

‘一专￡
, 一

‘ ,· ‘ 丫 ‘ ,

“一省
‘
一
丫 , · ‘ 才‘ ,‘ ,

这里 二 一
, , , ,

一
、 言 、

利 用复变 量 ‘和 乙
,

则运动方程 可以写成如下的形式

留一尸沙
一。一以夕翻

心口乙

这里 牛 拜加
, 户 , 。

一 聋
, 。

对于稳态波情形
,
留可以写成

。 乙
,

七
, 。 乙

,

乙 一佃 ,

达甩 即 心
,

勃 是 和 乙的函数 。是位移 留 的圆频率 如果代 至
,

则有

沙叼 八
,

吮 , 一 ,

一 ‘—
了 必夕

百乙

这里 , 一
。 ,

由
,

月 可知
,

方程 决定的散射波有如下的形式

。
、·

‘
,

卜鑫
·了‘“一 ‘引 ,

自
或
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、

、,

。〔
‘ ’ , 卜宾

, 。 分, 了

含「
‘一 ‘· ,

· ‘ · ,‘ ,

·

侣去米专长斋
’

这里
, ,

为待定的任意常数 岁 为 ” 阶第一类 函数

应力表达式

应力表达式 和
,

在复平面
,

的 上
,

可写成
·二 一

, ·

心
马,

豁
,
一 ‘

,

,器
· ,

一
今, 二

号参
一 ‘ 一 ,豁 斗

而在极坐标中
,

应力表达式为

一合
, , 咭

,豁
,

一 一 ‘
感

,骼 一

合
、

一 ‘ ,

,

昌了
,

。 上竺兰

牙

口留 沙一泪 弓

刹
。二 一 工 。 十 。 , ,

少 。。
、

‘ 。 , ,

一 。

, 十 一
, ,

, ,豁
一 ‘ 一 , ,

骼」一
一
十

而在 〔
,

七 平面内
,

应力表达式 和 有如下的形式

一专
〔

, , 斗

, ‘一 ‘了 ,
, ,

一 一 ‘ , ‘ ·

号爹
‘“ , ‘一 ‘了 , “

,

一 一 才 ,

, ‘ ‘, ,“

留一

万。
, ,

一 。
‘

。 ,

一 二 。 , , 。 二

如
乙

〔 一
。 ,

一 了 十 , , , , 丫

〔
、 , 一 丫

, , ,

一 二 十 了

一 口

口留

口乙

,

一 了
, , , 一

一 , , ‘ ‘, , ,

留、一

心一

产﹄澳、

, ‘ 、

一
, ,

一 、, 一 、 二 , , 二 〕业一

、, , ,

一
, , 一 , 一

。、 , 、, 妙
心
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散射应力场

利用散射位移场的表达式
,

则可求得散射的应力场 代 至 和
,

同时利用如下公式 〔
·‘ ,

月
、万、于,

副从
尺 ,“ , ,

音
备

·

,“ , ,

音

二 , , 。 川 、

一 一
, 氏 八 乌 夕

一、卜

︸

‘一陌
万丈走

尺
, ,

一
, 、

百
” ‘

一 一 万
‘“ ” ‘又八 ‘ ”喃万

一

了

,,‘

则散射应力 留和 界可以写成

心 一 冲
· 十 君· ,

擎沁畔
七 尺 · ,‘ ,

愉
”一‘

一 沙

一
,

乓
“

一
,“

, ·

音
” 十 ’

一

迄
一

价
十 · ,

乡人畔
乙 尺 , , ,

偷
’一‘

一

一 宾
·

尺 · 梦专 ·

击
”
“ 一

·界一专
·’ “

,

,

拿
· 了 份乙

工 ·
, , ,

裔
”一‘

一 一
’

·”

全
·
尺 · 份牛

,

“ , ,

洽
”‘ ’

一

专一
‘一

拿
·

公乙‘ , , ,
一

洽
”一‘

一

一
“ ,

宾
· 不月公、

击
”
“ 一

这里
“ 一 “ 一 “ ” 一

‘护 ‘ ‘
一

心件于翅三
一 一 、 、 「

、

一 立
、 百

一 一 一
、

一 巧少 一

—
盛、

〔 “ 一 二、厄
‘ —

一
、二

三
、

人 射 波

人射波

将沿 方 句人射的平面波 ‘ 才
。

,

其中 。。 刀 ,

一 刀 , 。

为沿 犯方向的波速
,

代人
,

则得波速方程



第 期 刘殿魁 各向异性介质中 波引起的圆孔附近的动应力集中

, 「
, 。 。 , , , , 、 百

七
、 三— 七

‘、 “ ‘ 月弓 ,

, 七 一心 少
“ 一

」

而在一般情况下
,

沿 珍方向人射的平面波是
留
‘ ’

一 牙
。‘ 「凡

,“ , , ‘

一
‘龟

这里
。

为人射波幅值 而 。 瓦。

如果引人极坐标
,

一 白
,

一 口,

则人射波 可写成
留“ 一

。。‘ 一“ 一 , ‘

再将 展成复形式的 级数 〔 ,

, “ , 一
。

习
。 。 。 。‘ ·‘“一 ’ 一‘’

‘

这里 几 为 。 阶的 函数

而在复平面
,

动 上
,

有如下的形式

。“ ’一
。

方
‘ ,
·

‘
· ·

,· , 裔
”

一人射应力场

利用人射波 和应力表达式 和 可得复平面
,

动 上的人射应力

、一毕
“ , , “ 令

自
·

了一 ⋯ , , 裔
“ 一 ’

一
一 “

,

一 “ 一 ,“
,

,

方
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·
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‘ , ,

一 “ ,“一 ,

宾
‘ ,
·
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一
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, ,

全
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,
,

、
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共
”
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匀
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·
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一
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十 ‘ ‘
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·
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·
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一 一
,
·

,

四
、

边 值 问 题

在各向异性介质中圆孔的散射问题中
,

我们只研究在孔边上给定位移和应力的二种

边值问题
。



力 学 学 年 第 卷

第一边值问题 如果在孔洞的周边上给定位移 ‘
, 云 。一佃‘ 〕

,

若 ‘ 一

。 ,

即为固定边界 此时
,

位移边界条件可以写成

当

川‘ , 、

十 留
, ’

艺
‘ ,

武 一
‘

这里
一

了
川 , 。 、卜 、 、

‘ 飞
。叨 一 门

· 气 、 陈 、下丁
‘ ‘ ,

一 留川

在表达式 两边乘以 。
一 ’

,

并在 一 二
,

司 区间积分
,

有

艺
‘ 。式 一 , , 士 , 士 ,

⋯

这 卫 一六
, 日

一
一六〔

,

一
“ ’ 一“ ’‘

方程 为决定未知系数
,

的一组无穷代数方程组

第二边值问题 如果在孔洞周边上给出应力
, 云 。一佃‘ ,

员为自由边界 则应力边界条件可以写成

当 ,

式护 式护一

若 一
,

达里

艺
。二 ,

,

一

一是卜
· ‘· , ”七 ,“ , , 、
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击
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一
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音
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一
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鑫
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·
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全
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·
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卜
, ‘

全
‘ ·了一

·

、·

一



第 , 期 刘殿魁 各向异性介质中 波引起的圆孔附近的动应力集中

一 刃

客
‘
·

了一 、
·

,· ·‘ ·

一 一这里 夸
‘ , , , 叮 、 ,

将表达式 两边乘以 。一 ,
,

并在区间 一 , ,

幻 上积分
,

则有

习
。 , ,

一
,

一
, 士 一, 士 ⋯

这里 ‘一刽乙
,

气 , 一“‘

‘

一 习
’ 。君一‘

式为决定未知系数
。

的无穷代数方程组

五
、

动应力集中系数

我们研究一个 平面波对一个表面自由的圆形孔洞的人射问题

写成 和 的形式 人射应力的最大幅值
。

为
。 , , 。 。

按动应力集中系数定义
,

则孔边上的动应力集中系数 铭
二

可以写成

吉
二 。, 。

汉

人射应力则可

言
,
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·
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·
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宾
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,
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‘ ’

十
“

,玄 。 ,

夸 。

刃一 杏
,

月 “

百

·

一 十 、去
,

全
·

公·

’一
‘

艺
。

举

会
·

,‘ ,

音
”一‘

会
·

,‘ , 击
”
“ 一

卜一
‘

‘·
’
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·
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·
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·
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这里系数
,

由方程式 决定

六
、

数 值 结 果

动应力集中系数 式为角变量 日的一个复函数
,

即 而真实的应力反应

应写成
一‘ 的实部

,

即 。 , 十 。、 由此可知实部 代表 , 一

时刻的负 咭
二

值
,

而虚部 代表 , 时刻的 喜
二

值 这里 为入射波之周期 而

心
。

的最大值则可以写成 矛 牙
,

即 十 的绝对值 在具体计算中
,

我们按

」中的方法
,

计算了 姑
。

的值

在边界 上
,

嘴 随角度 日的变化关系用图
,

图 和图 表示出来 它们分别表

示在不同
。

值和不同方向上入射 波时
,

不同介质中孔洞周边上的动应力集中系数

嘴 随角 口的变化关系 对于 一 情况
,

也就是说在低频波人射时
,

孔达 为 咭
,

接近于静力值闭 随着
。

的增长
,

嘴
二

的值则慢慢降下来 所以我们认为
,

对动应力

集中而言
,

研究低频波人射时的动应力集中最为重要 这一点与各向同性介质中情况是

相同的 计算结果表明
,

在各向同性介质中
,

即 互一 。
, 。一 的情况

,
一

与义献 上 中

所得结果一致

, , 套 , 专 ,
· 。 一 , 合 ,

· , 刃
一

吕

口 二 , 若二 , 刀“
。

,

圈 凡
, 布 。 时

、

姑 分布图



二
。 , , , 刃

一 , 刀 ‘
一

“ 二 碍
“ , 言

图 一 二
。

, 刃

时 味 分布图

“ 。
。 , 右 , 刃二 。 , 弓

· , 刃
·

图

自“ 、 若一 。 专一
·

时
·

丁芸 分布图
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