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系统空间过渡的极值曲线场

吴 玉 良
鞍 钢 工 学 院

提要 本文研究了空间最佳 冲击过渡问题 时间任意
,

导出了发动机点火过程中伴随

系统的积分
,

从而得到了产生空间极值曲线场的程序
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一
、

引 言

在时间任意的椭圆轨道过渡中
,

最佳过渡是冲击过渡〔们 对于冲击过渡
,

一种理论是

从中间轨道推出端轨道 系统地总结了这种理论
,

另一种理论是从端轨道推 出

最佳中间轨道 这种理论有两种基本计算方法
,

一种方法是 首先给出的 习 它

需要解一组方程组
,

另一种基本方法是极值曲线法 首先给出了计算平面

极值曲线场的程序 用这种方法验证了平面内圆与椭圆轨道间的最佳过渡结

果 〔 ,

本篇文章的 目的是要将 的方法从平面推广到空间
,

建立这种方法的关键

是要得到伴随系统在发动机点火过程 中的积分 本文推 出了伴随函数在所选坐标下在

维相空间的一种积分
,

进而得到了计算空间极值曲线场的程序

二
、

系 统 方 程

本文中采用下列直角坐标系 以
, ,

为单位矢量的运动坐标系 以 省
, ”,

‘为 单

位矢量的相对坐标系和以 ,
,

为单位矢量的绝对坐标系 选择如下 个参数 一

人, 。 , 。 ,
价

, 口 确定椭圆轨道 其中 人 为飞行器角动量矢量
,

一 。 夸为轨道偏

心率矢量
,

各参数及各坐标系单位矢量的意义见图 其 中 为焦点
,

为节点
, 尸 为近

沪乙 夕

万了一
‘

本文于 年 月 日收到
,

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力 学 年 第 卷

拱点
。

从下列公式

,

砂
’ ,

幼哩

扩 一 十
才 入

那

出发
,

并做变换 二 一 旦
拌

可得系统方程如下 推导略

己

,‘

一 己“ ,‘ ”
· 乡 泊

。 个 —

—
—亡 夕

一
尹

〔 口

一 ,一 一 口
里毕昙

、 ·

尸 口

一生咖鱼

亡 。〕 口

亡 乡

。 三 兰
一

恤土
一

处 甲

十 。 口

。
·

二

。 十 日
‘

一
口

·

币

叮丫一“了山一“一一口

以上各式中才为系统能量
, , 为矢径矢量

, 。 为速度矢量
,

为特征速度
, 产 为万有引力常

数
, ,

为 口 的伴随矢量
, , ,

分别为
,

在
, ,

方向上的投影
,

为真近点角

三
、

哈 密 顿 函 数

为确定飞行器在轨道上的位置和质量变化情况
,

除
, 。 , 。 ,

价
, 口 , 个参数外

,

还应再

选两个参数 确定飞行器在轨道上的位置可选择平近点角
,

由于特征速度是质量的严格

单调递减函数
,

所以可选择 作为确定飞行器质量的参数
,

这样可得哈密顿函数如下

一由
月 —

月 尸。

“

十
。

枷 十 、

些 , 、
一

四
之‘

上式中的
, 产 ,

几 , 户中 ,

内 分别为
, 。 , ‘。 ,

币
, 。 的伴随函数 由于在冲击过渡和时间任意

情况下 而
,

产
, ,

所以上式中只有 项

四
、

伴随系统方程

将 到 代人
,

并做代换 了 一 尽
,

甲 。 丫 ,

有

月 亡 ,
, ‘一 。

·

。 , 归

口 十 。 ,日

十 口
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‘ ·
「 。

二
。 巴 日、 。

一 口 一 “ 、万
一 ,

一一认 】
‘ 吕

,

些卫三土鱼
己 口

一 价

一
,

娜
〔。 十 日

日

。

。 。 口

喊 价
·

日

。。 ,

式中
,

月
,

分别为
,

与 泥
, , 几的夹角 由此得伴随系统方程如下

一

己‘

亡

· 。

一‘ “ , 二 , ,

一一

十 , 。 十 一 。 ·
。

价

丛
。 。 日

· ,价

·

一
。 口 价卜

垫 一 。

这几个方程均与 凡 无关
,

可以独立求解

的积分
,

在这里就不写出这个方程了

货的形式比较复杂
,

可以用其它方法求得它

五
、

伴随系统积分

选择轨道坐标元素 才
, ,

作为轨道状态参量时
,

在 才
, ,

·

创 一 里兰星
解

这样
,

只有 个状态参量是独立的
,

由 得变分约束为
·

含 占

产 , ·

占 占才 才
·

占

之间有两个约束方程

夕

由状态参数 才
, 五

,

变换到状态参数 人, 。 , 。 ,

价
, 口 ,

正则变换条件可以写成

儿占, ·

占 从
·

占 一 扩
,

人占入 声 。 访。 币占价 砂口 一 拭占

由于 , 是独立的
,

所以有
‘

一扩
,

再 由 式
,

有

。才 一 李 声
·

占 一 锣
·

入

代人式
,

得

半
。 二 丫

。 一 丛宜五丫 。
‘
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侧 州 侧 州 月 叫

占左
, 占 。 。占。 户杏占必 。 占口

在左边还有 个状态参数的变分
,

其中有 个是独立的 参照图
,

我们可以把 占 , 吞 用

汤, 吞。 , 占。 , 。价
, 占口 表示如下 推导略

叮 必 必 , 。

占 占。 省 。 占〔。 十 访子口 勺

。 , ‘ 占小 一 币。 田占口

占 人 一 。占小 小 〔。占口 夸

左 一 。占小 一 , 币 。占口 刀 占入套

将式 , 代人式
,

再利用
·

人 。,

‘
·

八 和 占 , , 。 , 占币
, 占夕

独立性
,

得到

的相互

一 星脸
在

。
乒名 扩 。

十 九考

己 。、

中 一 一 为。 。 户内 , ‘。

口 一
。 , 价 人 价 方。 。, , 一 夕。, 。

其中 丸 , 几 , ,

八‘ ,

九 ,

分别为 拜
, 、 在 夸

, 刀 方向上的投影
,

当选 去 做状态参数时
,

式

由下式代替
一 才 ,

下面
,

利用对任意弧段的积分
汉 林 常矢

和适用于弹道弧
,

奇异弧及内冲击型冲击的积分

一 一 了 ,

一 “ 一 扩 , 刀 常量
‘

可以得到伴随系统积分的具体形式如下 推导略

一 一

‘

, 一 ‘。 一
, 。

·

几 小 ‘。 十 、 价 ‘。 十 声
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九 一 业玺 触
‘

注意到
,

头
, , 都是在变坐标系上的投影

,

所以
,

尽管 是常矢
,

但 。, , ,

人 都不是

常数
,

这很不方便 利用式
‘

、
,

, 一 了孟

‘ , 劝
可得伴随 系统积分的最终形式为

‘ 一 “

, 口 币 一 口 价十 价

币 口 十 口

习

在时间任意的最佳冲击过渡中 一 。 犷于是得最后一个伴随函数为

丸

功

月 一 凡丽 一 几丽 一 凡
甲

‘ 一 口
“

二目

一 一一
己

式 中的
洲产、

一 龙 夸
, ”

,

、、

。 ,

夸

口 仍 一 口 功 价

一 口 田 一 口 价

口

口

价

‘口 口 。 ,
价

一一一

, 勺 一 或口 切 口 币
之、、

,

,

省
, ”

声产、、

, , 三
一 口 价

价

〔 价

山

︸︹一一︸

九,标九朴几

六
、

系 统 积 分

先对使用的下标加以说明 人, , 。 , 。 ,

价, , 口 , , 口, 是对轨道平面而言的
,
伪

,

,
, , ,

。一‘

图
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’, , , , ‘, ,

的头一个下标指冲击点
,

第二个下标指轨道平面 利用图
,

可得系统积分为 推

导略
、、

︸司︻街
, 一

人

一

, , ,

, ‘

夕‘ , ,一 ,
畜

十 “‘“ 一 ‘·‘一‘

。‘ 一 绪 。 , , 口‘ ,

晋

一 ‘ ’

生二亘些生
, , 一小 」‘

、 , 卜
‘ ‘方

, , 、一 , ‘ 几

一
, , 一 一一一下不不一下一一一一尸不一只尸一万了一一一

街气 一 亡 口卜 一 刀 一立

币
,

,

中
,

口
,

式中所需各辅助值计算如下

口
‘ △习

,

, 、

价卜

, 一 “ 币 一 ,

必 一 ,

玩

矛 ‘, 了一

,

口
,

一一︸︸︸名
,勺

,

“ ,

月
‘ ,

卜

夕

竺旦鱼型鱼巴
, △

——
‘

塑竺 三全二一一一一, , 、‘ ,

一 够
、。。 △

,

香

△口 ,
’

十
, ’

△

七
、

计 算 程 序

按照 刀 月明
一

原理 一刃 ,

沿着最佳过渡轨道
,

系统的哈密顿函数应取极

大值 把得到的伴随系统积分代人 式
,

得哈密顿函数为

。 一 人 。 一 。卜甲匕气 月

卜 口

九 玩 ”

一
口 。 日

十 口

。。 夕

生 汉 , 口 币一 才 , 。。 币 才 。 价

日 日
· 日

。 口

。。
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口 口
。 日

弓一
口

。 日

日
一 口 价 口 价

价
·

在具体计算时
,

我们常把哈密顿函数写成下面形式
月 人 宕 护 声 命 了

其中

亡一 ,
。

。一
,

生
。。 。

护一 ,
·

井共几 。 万 」一
。 。。 ,

, 亡 口 亡 口

。

一 凡

城 日
。 十 。

公
·

田 口 二 切 、
。 币 丁 下万 。

卜 君 口 君 口

·
。 十 日

价

为使 取极大值
,

在给定状态参数和伴随参数的情况下
,

只需使
尸 一 右 。 护。 声 澎

取极大值 由于 口
,

欲使 取极大值
,

应满足下面两个条件

一
‘

云
,

护
,

帝
, 含

对于 取极大值

右
气‘ — —一 —

一

奋

尽 下

由条件
,

有
︸一’,一’︸班一

一一一一一一尸

据此我们得到在 维相空间计算极值曲线场的程序如下

给定 个初始状态参数和 个初始比值 凡。
内 几。 妇 内。

寻取 使 ’取极大值

按 一 式计算 。 ,

月
, 了 ,

进而计算出极大 值

保持 。 日, ,

口
,

不变
,

对 。 积分
,

直到发现新的与前面 相联系的极大 相等

的 值为止 自由滑行到与新的极大 值相联系的 。 角
,

并计算新的
,

声
,

角

继续对 “ 积分
,

直到出现另一个极大 值为止
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月日 曰 曰 , 、 口

在以上计算 中
,

确定 值的状态参数和伴随参数由 到 和 , 到 决

定 通过选择伴随参数的不同初始比值
,

便可得到 维相空间中依赖 牛个参数的极值曲

线场 这个极值曲线场有下列作用和特点 排除了所有非最佳轨道 包括了从给

定的初始轨道到任意第二条椭圆轨道的任意最佳 冲击过渡 通过比较过渡到同一

终轨道的不同 冲击过渡
,

就可以得到从已知初轨道到该终轨道的最佳过渡轨道
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