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多刚体系统动力学的旋量一矩阵方法

刘 延 柱
上海交通大学工程力学系

提要 本文将经典力学中的旋量概念以矩阵形式表示 , 用以建立多刚体系统的动力学方

程 这种旋量一矩阵方法能保留旋量融矢量与矢量矩于一体的优点 , 却避免以往对偶数记法的

缺点 结合 的图论工具
,

旋量
一

矩阵方法的应用范围可扩大到一般多刚

体系统
。

对于树形系统
,

利用旋量通路矩阵推导各个由第 铰联结的全部外侧刚体组成的第

子系统的动力学方程
,

可避免出现铰的约束反力 对于非树系统
,

则利用回路矩阵导出各子

系统动力学方程及运动学相容条件 全部计算过程统一为矩阵运算 以操作机器人作为具体

算例

关键词 多刚体系统动力学 , 刚体动力学的矩阵方法
,

旋量理论
,

机器人动力学
,

空间机构

动力学
。

一
、

前 言

多刚体系统动力学是受现代工程技术的推动
,

在经典力学基础上发展起来的新学科

分支
,

其主要任务是发展适合计算机应用的通用方法建立系统的动力学方程 在现有方

法 中
,

方法 以下简称 方法 汇, , 的 利用图论工具描述系统内各

刚体之间的联系状况
,

导出用广义坐标表示的普遍动力学方程 旋量方法是将经典力学

中的旋量概念用对偶数表示而发展成的一种主要用于单链空间机构的分析方法『, , ‘ ,

习 由

于对偶数算法不够普及
,

而且不能将全部动力学计算都包罗在内
,

作者认为
,

用矩阵记

法代替对偶数记法可保 留旋量融矢量与矢量矩于一体的优点
,

却能避免上述缺点
,

使全部

计算过程统一为矩阵运算 将旋量与 方法的图论概念结合
,

可将旋量方法的应用范

围扩大为 带有任意个分支的树形或非树形的一般多刚 体系统 在 〔 文中
,

这种方法被 用

于处理弹性联系的多刚体系统 本文就更一般情形
,

对多刚体系统动力学的旋量
一

矩阵方

法作系统的叙述

二
、

旋 及其变换

文献中对于旋量有不同的定义 年 最初提出的旋量概念限定为矢量

与共线的矢量矩的集合 年 将矢量与矢量矩的集合统称为矩矢
,

不少

文献将矩矢与旋量视为同一概念 作者建议给旋量以较确切的定义如下定义

矢量 相对 。点的旋量 是两个矢量 与 ’的集合
,

前者与参考点 。无关
,

后者随

点的改变按以下公式变化

本文于 年 月 日收到 年 月 日收到修改稿 本课题由国家自然科学基金委员会资助
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其中 。“‘, 、 ’‘ , 是对应于不同参考点 、、 , 的矢量 。
’ , “ , 是 , 至 , 的矢径

最简单的旋量是由滑移矢量“ 及相对任意参考点 。 的矩 口 。 组成的

矢量 此外
,

力学 中许多成对出现的矢量
,

如力系对任意点简化的主矢 及主矩
,

刚体

的瞬时角速度 。 与体内任意点的速度 口 ,

质系的动量 与相对任意点的动量矩
,

虽然

它们具有完全不同的物理意义
,

但都满足上述旋量定义而分别组成力旋量
、

速度旋量和动

量旋量

设 , 是以 。 , 为原点
,

由正交基矢量 钟
’ , 一

, ,

组成的基矢量列阵 将组成旋量

的矢量 。 、 。 ’

在 , 上的坐标列阵 。 与 彭 顺序排成的 维列阵作为 。 相对 , 的旋量

的矩阵形式
,

记作 , 互换 。 与 彭‘力 的次序排成的列阵称为 。 的倒置旋量
,

记作 彭叹
应 , 。‘ ,了 。’‘户了 丁 ,

定义 鑫 为不共原点的两个不同基 ‘ , 与 ,

亘
,‘, , 一 。’ 夕 , ‘, ’了

’

了

扩夕

之间的旋量变换矩阵

旦 鑫 扩一一沁一

五
· 矛 , 旦“ , , ‘,

其中 夕 为 砂
, 与 梦 各基矢量之 间的方向 余 弦 矩 阵

,

云叻 为 矢 径 严幻

标 对‘ , , , ,

排成的反对称坐标方阵

在 上 的 坐

咎

一 犷

一 , 〔、

, ‘护

‘, ’

一 萝

且

︸
︸一

旋量变换矩阵有以下性质

性质 同一矢量 对不同基 梦
, 及 罗 的旋量 梦 , 及 犷 ,

应“ , 入“‘,含‘, ,

之间满足以下变换公 式

推论 原点及指向均相同的基之间的变换矩阵为 阶单位阵

性质 任意 个基砂 , 、

砂
, 、

梦砂 之间的变换矩阵满足以下关系

入、矛 人“ ,入‘ ,

推论 在按序编号的基族中
,

任意二基之间的变换矩阵等于一系列相邻基之间变换

矩阵的连乘积
,

基“ , , 一 玉“
,

“

性质 将 夕 , 各元素的 与 互换
,

或将组成 夕,’ 的各子矩阵转置
,

即构成

入“ , , 的逆阵
,

鑫
‘古 , , 一‘

鑫
‘,‘ ,

少 , 州

三“‘, 丝 ‘, ,

性质 同一矢量 相对不同基可
。 及 砂

, 的倒置旋量 ’。 及 彭 之间的变换矩阵 为

夕小 的逆阵的转置阵
,

袅
,“ , 一 入‘ ‘ , 该“护,
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三
、

旋

讨论系统 中的任意刚体 ,

一

矩阵形式的牛顿 欧拉方程

设 及 为 、的质心及任选的参考点
, 纷

、

断
、

梦
、

旦 , 、

五、、

梦 , 分别为 的速度 。 , 、 、的角速度 山 , 、

动量 及相对 , 的动量矩 从
、

外力

对
,

简化的主矢 , 及主矩 从 等矢量在以 , 为原点的连体基 砂
, 上 的坐 标 列 阵 定

义刚体 , 的速度旋量 空
、

动量旋量 垒
, 及力旋量 立

, 如下

么一 巨了 。 ,

垒
, 一 矛 断

,

立
‘ 一 五万 梦万

其中的速度旋量写作倒置形式
,

可使所有与平动有关的物理量均统一排在与转动有关的

物理量之前 将 口 , 及 嘶 在 扩 上 的反对称坐标方阵 交, 、

画 组成以下 阶方阵
,

称为速度

旋 量方阵
,

记作 荃
, ,

「 鱼

交, 公

直接验算可以证明旋量变换矩阵的另一性质

性质 令 夕, 左乘其逆阵的导数
,

即得到 兮。 相 对 砂
, 的 速度旋量方阵 查, ,

圣, 一 鑫“‘,

且
‘,‘ ,

设 。 , 及 , 为 、的质量及相对少 的惯量矩阵
,

乡 为 相对 , 的 矢 径 , 在 宜。

上的反对称坐标方阵 动量
、

动量矩的计算公式以及动量
、

动量矩定理可用两个旋量方程

紧凑地表示为
、 一 史‘立,

白
, 玄 一 立

其中 阶方阵 圣
, 为刚体 ,

相对 , 的广义惯量矩阵
,

定义为

一 一 一 一 一 一 『

城盛一一雪

方程 劝是确定刚体运动的旋量形式牛顿 欧拉方程

四
、

树 形 系 统

设树形多刚体系统 由 个刚体 凡 及 ” 个铰
、 ,

⋯ 组成
, 。

为系

统外已知运动规律的零刚体 对于
,

铰联结的第 刚体偶对
,

规定
,

与远离
。

的外侧

刚体固定
,

后者的标号与铰相同
,

记作 另一刚体标号与此刚体上全部铰的最小标号

相同
,

记作 ‘ , ,

为 的整型函数
,

且满足 见图 将 方法中的关联

矩阵 旦及通路矩阵 工扩展为旋量关联矩阵 昌与旋量通 路 矩 阵 全 规 定 昌与 全均 为 由

护 个 阶子矩阵组成的 , 阶矩阵
,

各子矩阵等于 旦与 工 的元素与相应的旋量

变换矩阵的乘积

昌一 氢, , ‘, 一 , ,鑫“‘,

全, 一 全, , ,

士
, , 一 , ,

鑫“‘,

鱼与 全互为逆阵
,

且全部子矩阵排列在上三角区内
,

对角线于矩阵均为 阶单位阵 以 图

表示的系统为例
,

可写出
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一一一个一

‘一入 入

入‘, , ,

入“ , ,

入‘ , 入入 ,,

一一一

,丫‘中
、

入‘ , ,

卜一 一 一 —

一︸
一一

‘

一工
白立

。 刀 ②

,、、

图 图

将 , 相对 凡 的相对角速度
,

以及
,

相对 凡 的滑移速度 在 砂
, 上 的 坐 标

阵 , 、 ,

组成旋量 全, ,

称为第 , 刚体偶对的相对速度旋量

空
, 一 仁 万 刃 一

,

⋯
,

由于 。 ,

铰的运动学约束
,

交, 的 个分量 中的独立变量数等于 。 ,

含 个滑移 自由度及 州
’

个转动自由度
, ,

一 川
’

铰的相对 自由度
, ,

包

系统的总自由度为

一 艺

将沿 铰的第 ‘ 滑移轴及第

尸, , ‘ 一
,

⋯
, 犷 一

, ‘
·

犷 转动轴的单位 矢 量
, ,

及 在 、 上 的 坐 标 列 阵 多
,

及
·

丫
‘

依次排成的 从 阶及 川
’

阶矩阵记作 丘
,

及 户, ,

建立
,

阶准对角阵 应
,

正, 一 对

醉 一
’ ‘

” ,

将 相对
, ,

的 个沿 气
,

轴的滑移坐标 。 , ,

以及 州
‘

个绕
,

轴转动的伪坐标 氏 组成

阶广义坐标列阵
,

旦
了

一 “ ,
‘

” , 了 “
’

日, , ‘ 一
, ”

’

相对速度旋量 立
,

可利用 压
,

及
,

表示为

空
,

一 多
, 一

,

⋯
将 童, 、

白
, 一

,

⋯
, 排成的 阶列阵以及 空

, 、

屯 , ,

⋯ 排成的 阶列阵记作

泣
、

垒及 空
、

鱼
,

将 鱼
, 、

立
, 、

, 一
,

⋯ 排成的 阶及 刀 , 阶准对角阵记作 鱼
及 履

,

则 及 式可综合为以下矩阵公式
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勤
重一 全

式 中的速度旋量 立可利用旋量 交及矩阵 全导出

交 一 士
丁

空一 一 且全场

利用 式写出 , 的旋量形式牛顿 欧拉方程

查
,

边
,

一 龄一 习 匆全 勃 ‘一 ‘ ,

⋯
”

其中 鱼入 一
,

⋯
。 为 , 上作用的重力相对 可。 的旋量

,

勿
、

全 一
,

⋯的为 。 , 铰

关联的刚体偶对 ,
, 作用于 , 的理想约束力及主动力相对 梦力 的旋量 将 全

、

公
、

之
、

一
,

⋯
, 排成的 , 阶列阵记作 全

、

全
、

全
,

圣, 一
,

⋯
。 排成的 , 阶准对角 阵

记作 圣
,

则方程组 可综合为一个矩阵方程

垒十 睡一 全 处
·

一

将上式各项左乘 士
,

改造为

数白 菱 一 全 全 十 全一

此方程的第 分量表示 由 铰联结的全部外侧刚体组成的第 子系统
,

的动力学方

程 显然
,

用 个子系统 王
, ,

⋯的 代替 ” 个刚体 一
,

⋯司
,

可使每个

方程内只出现一个铰约束力
,

从而减少未知变量的祸合 进一步简化可将方程 各项

左乘 立化作

应敛白十 菱 一 宣 皿全 应全一

由于 勿的各分量分别与 乡
, 一

,

⋯从 及 一
,

⋯丫
’

正交
,

应全的各元素

均为零
,

因此方程 自动消除了铰的理想约束反力 且全的第 子矩阵 应全 , 是 由

铰沿各滑移轴的主动力或绕各转动轴的主动力矩组成的 阶列阵
,

包括弹簧及阻尼

作用力以及按预定规律变化的主动控制力
,

前者通常是广义坐标及其导数的线性函数
,

后

者是时间的已知函数
,

佳立
· , 一 一 旦 , , 一 , , 二八 , 一

,

⋯
。

其 中 均
、

为
,

铰的 阶刚度矩阵及阻尼矩阵
,

乌 为 维控制函数 将 均
、

,

一
,

⋯
, 排成的 阶准对角阵记作

、

旦
,

旦 一
,

⋯ 排成的刀 阶

列阵记作 旦
,

则方程 简化为

过 垒十 均 一 立。 一 一 丝 十 旦 一

刚体数不多时
,

可利用 式导出解析形式的动力学方程 对于刚体数庞大的复杂

系统
,

也可进行计算机推导或直接数值计算 为此将
、

式代人方程
,

整理后

化作与 方法类似的 的二阶方程

鑫互一 旦

其中 阶系数矩阵 鑫 及 阶列阵 旦定义为

鑫 过 虽蛀
丁

。 , 介众 、

「全 , 。众 、 , 忆 全 , 户态
、 ,

二 。

旦一 一 性工 鱼令 工 量史惬工广 卫
“ 一 旦 一 压

一
‘

一
’

一
‘

一
、

一
’

」‘

一 一 一 〕
·

二
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五
、

低 副 系 统

工程技术中多采用单自由度铰
,

即机构学 中的低副 由于
,

一
,

低副树系统的 自

由度 与刚体数 ” 相等 引人铰的类型参数 粉 ,

规定 粉 一 对应于转动铰
, 粉 一 对

应于滑移铰 将滑移距离
,

或转角
,

取作广义坐标

分, , ,

一 二 日 一
,

⋯
,

为便于计算过程的程式化
,

对
,

及 , 的连体基罗 及回。 作以下规定 令 沪沿
,

铰

的滑移轴或转动轴
,

域。 同时与 域 及 域。 正交
,

喇 与 娜 之间的距离及夹角为 口 及
,

无滑移时 喇‘ ,与 钟 , 之间的距离为 , 见图 组成旋量变换矩阵 夕动 的子矩阵 夕
, ,

及

牙 , 有以下普遍形式

‘ ,

追 ,

一

淤弃介
一

一 一 , , 宁,

。 ,

一 , 叮,

, 。 一 , , 叮,

一 , 十 , , 宁,

一 浮

”’ ,

’
,

“
‘” , , ,

其中 。、

为
、

的缩写 系统内任意二刚体之间的变换矩阵可利用 及公式

导出 由于已规定 。 , 铰的滑移轴或转动轴均为
,

因此 式定义的 压
,

是只有第 或

第 元素不为零的 阶行阵

且
,

一 , , 一 ,

因此 应全等于将 全的各子矩阵 公, 用其第 的 一 一 子行阵代替后的 , 阶矩

阵
,

公式
、

均得 以简化

六
、

非 树 系 统

图

刀
, 一 。, ,

及 厂 均为 的整 型 函数

参考基
” , ,

设非树系统 由 个刚体 ,

,

⋯
, 及 。个铰

, ,

⋯
十 组成

,

其中至少存在 个回路

选择其中不重合且包含刚体数最少的 ,

个回路为基本回路
,

记作 , 。

⋯
在各基本回路内选择多余铰

,

使切

断此铰后系统成为树形
,

称为原系统的

派生树 对派生树按前述规则编 号后
,

继续对 。个多余铰标号
,

记作
,

,

⋯ 在 联结的刚体偶对 中

令标号较小者为 、 ,

标号较 大 者 为

规定 固定于 及一 , 。,

以 。 为原点建立

建立由 。 个 阶子矩阵组成的 , 阶回路矩阵 公
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, ,
二

仓一 鱼, , ,

自, ,

一 , ,

三
‘,

, · · ,

⋯ 定义为

在
,

内
,

且在 、一《,

至
。

的通路上
,

一 在
,

内
,

且在 、 、, , 至
。

的通路上
,

不在
,

内

以图 为例 虚线为多余铰
,

其回路矩阵为
且夕份

一

鑫
“‘ , 鑫

“‘ ,
工

︸巧一︸

︸
八一

令 立
‘

为 ‘一 · , 相对 丑 , , 的 以 。‘· · ,

的 自由度 牛
,

切断铰的总独立变量数为

为基的相对速度旋量
,

其独立变量数等于
。 ,

铰

一 习 令 全
, 一

,

⋯ 排成的列阵

为 全
,

派生树的相对速度旋量为 空
,

根据多余铰切断前后刚体位置的相容一致性导出以

下附加约束条件

自全一 空一
将 。 。 ,

铰切断后 , 对 及
一 , 的作用力相对 梦

·十 。 的旋量记作 全
,

一
,

⋯ ,
,

所排

成的列阵为 仓
,

则派生树的各子系统动力学方程可根据 式修改为

过 白 迫 一 全 一 自一 皿 一 药全一 ”

、

式包含 个标量方程
,

对于给定的控制规律 旦
,

可确定 十 个

广义坐标及 。 一 个切断铰约束力分量

只含一个回路的系统为单链系统 如将输出杆
二

与
。

的联系铰 。 ,
,

选作 多 余

铰
,

则切断后成为开链 见图 对于低副单链系统
,

方程
、 、

简化为

夔
、 一 一 少 习 鳃

, 了奋, ‘ 一 , 二

艺 鑫幼
, · ‘, ‘,

一 空、一

月

习鑫” 蚕十 氢重
、 一 少 一 乌 , 、,

一‘
, ,

十 昼二 , 一 ,

拜护 尽

其中 鑫留
’表示 夕 的第 , 子行阵

子 尹 一 、 、

头尸
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七
、

算例 —操作机器人

讨论三环节 操作机器人【习 当工作臂端部以球铰 与沿地面上光滑导轨运动

的工件联结时为闭链系统 见图 令
。

为多余铰
,

则工作臂脱离地面时的开链为系统

的派生树 各刚体偶对的参数如下表所示

户户 户 夕,, 户

口口口 、、

二万万以以

一立 二二一一
二二 一一泞阵一阵片片巨

住 护护 ,, “ ,, 肚户户 拜户户

一一下
一一 人人

一下一
成成

一一立一一一
一
二立一一一一一

。。 一一 厅

耳
、

吐

设导轨的曲线方程为

夸
, ,

一 互
, ,

参变量 为
。

沿导轨滑移的曲线坐标 写 出
。

的滑移速度
‘

在与 梦 , 平行 的 砂
, 基

上的投影 砚。一
, ,

育 舀 口 一 必 ,
, 一 夸 日 一 价

, 、一 否 口 日、
一 价

其中 沙 ‘ 一 ‘

戒 石 为导轨切线相对 域 的倾角 根据 斗 式导出三个相容性条件

白乡 一 日 占
。 , 一 亨

口 右。 二 日 ,

云 一 与 。

其中 为 ,

至 距离 工作臂受到导轨的摩擦力
‘ , 一

‘

及理想约束 力

作用
,

后者在 梦幻 上的投影 凡
” , ,

应满足以下条件



第 呼 期 刘延柱 多刚体系统动力学的旋量
一

矩阵方法

艺 凡
”

砂 一

设各连 体 基 均为 , 的主轴坐标系
, , , 为

‘

的主惯量矩
,

利用公式

计算各子系统的动量旋量
,

再利用方程 导出各子系统的动力学方程

走 。 , , 、 , 日 , 、 , 、 十 、 、 , 一
,乡 十 一 。 ,右受口

、

,

一
,

一 、、 、 。、 。 伪 一
, 刀

。 日, 乡 。 ,

一
,

口呈口,

十
、

一 云, 口, 。、 召 , 一 。
口云、 , 口 。 台 乡 一

,

宝
”

一
‘

气 口 一 压
”

一 乓 台 气
,

一
‘

冬 口,

, 十 。, 。 名 , ,

一 户 日, ,

一
,

一 , 。 , , ,

一
、 日 日 日

。 ,

一 》白 户 一 二 油 日, 日 , ,

一

一 亨
”

一 宝 。 ,

, , , 占百
, , 两 一 白 口

,

一 口 。 , 后
‘

尺 , 、

一 ,

鉴
”

一 。 写

方程组
、 、 、

共 个标量方程 预先给定控制规律
, , ,

可确定 个未知变量
、 、 。 、

杏
、

卜
、

凡
” 了 , ,

工作臂脱离地面时
,

令方程组

的右项为零
,

则 个标量方程完全确定 个未知变量
, ,

气
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“ 。,

。户 用 月 石 。 , , 了 , ,

人 无 了 口。 。。 , 犷

。、 、

和
, 、 、

、

, 、

全
一 ‘ , ,

,
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一 。 , 。

,

、
叩

一 一

护 、
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一 吕
,


