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轴对称实体迥转杂交应力元
田 宗 漱

北京中国科技大学研究生院

提要 用杂交应力法导出一系列新的八节点
、

四边形轴对称实体迥转元 对每种元
,

边界

二次位移插值函数相同
,

内部应力场各异 对两类不同选择假定应力场的方法进行了对比研

究 以内压力作用下的厚壁筒及厚球为例
,

对各种应力场进行了数值比较
,

并选出了一种较好

的元
,

该元给出了远较传统的八节点轴对称假定位移元准确的应力分布

关键词 轴对称
、

杂交应力法
、

实体迥转元
、

零能模式
、

不变性

一
、

前 言

用杂交应力法导出的有限元
,

常常可以提供比一般的假定位移元更为准确的应力分

布
,

并对其收敛性有所改善 这里关键在于选择假定的应力场 对于选择满足平衡方程

的应力场
,

轴对称实体迥转元由于平衡方程以柱坐标表示
,

因而比平面问题的杂交应力元

困难

四节点轴对称杂交应力实体元
,

卞学磺教授和 首先作过研究 , , ,

应用了准确

满足平衡方程的假设应力场 以后卞教授和本文作者又用理性杂交应力元的方法
,

对此问

题进行了研究【, ,’ ,

即应力场最初假设为自然坐标内的完整多项式
,

位移也是完整的多项

式
,

并使之对应的应变是具有和应力同阶的完整多项式
,

平衡方程通过附加位移作为

乘子被引人 这样得到的元
,

数值算例表明 给出了比用假定位移法
,

及一般杂

交应力法所得的轴对称元更为准确的应力及位移值 几何各向同性 而且对元几何形状的

歪斜不敏感

本文 目的之一是进一步研究八节点轴对称实体迥转杂交应力元 首先应用两类不同

方法导出了六种假设应力场 其中前三种 元
、 、

是由假定应力
、

应变一一对应的

方法导出 后三种 元
、 、

是将各应力分量表示为相同多项式的方法导 出 这六种

应力场
,

均准确满足平衡方程 不具有多余的零能模式 并且刚度矩阵具有不变性

以内压力作用下的厚壁筒及厚球为例
,

在比较了元内中点的应力值
、

元的应力分布
,

以及位移结果后
,

找出了其中相对较好的一种元

本文另一目的是在满足平衡方程前提下
,

对以上两类方法进行比较何者为佳 目前

的结果表明
,

用后一类方法 —应力分量表示为相同的多项式 —
一

导出的元
,

往往给出较

前者更好的应力及位移结果

本文于 , 年 月 日收到
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二
、

单元刚度矩阵的导出

根据
一

变分原理
,

当元采用协调位移时
,

可得
二 一

。

卜合 、 ·

“ , ‘“

上式中

叮 应力

余 材料弹性阵
必 位移

,

第 。 个元的体积

会 微分算子阵
,

借助于柱坐标 , ,

的 及自然坐标 舀
,

的
,

可表为

‘鱼 立 一
刀 口夸 杏 口刃

鱼 立
、 口夸 如

备最
一

箭劲
一

爵劲 需晶
一

需韵

一川

为

引用表达式

夕 尸吞

经 一 少里

式中 吞为应力参数
,

牙为节点位移
,

尸与 刃分别为应力与位移插值函数

将
、

钓式代人 式中
,

并利用下列表达式
、﹄、、一、夕

⋯
,︸,‘八产一了、、了硬几

、

尸了
咨尸刁

尸 少

曰曰丫卜丫引︸勺砂产吸,吸,廿

即得

一令。尽“十““
‘

此式经过变分
,

即得单元刚度矩阵伙

掩一 ‘ 一

实际 当应力满足齐次平衡方程时
, , 已退化为修正的余能原理

一
, 。

一
。

一合
, ·。。‘ 。 。

了了“‘“

这里仍用 , ,

是由于用式 计算阵 蛋方便
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三
、

轴对称实体迥转元的应力场

对于具有一般四边形的轴对称实体元 图
,

本文共导出表 中所列举的六种杂交

省

图 实体迥转元横截面形状

表 每个杂交应力元从方程 中消去的应力参数
一一一 , 尸

一

一
假定应力场 消去的应力参数或彼此的关系

月
。 ,

月 , 月
, , ,

月
。 , 月 , 月 。 , 月

。 ,
月 , ,

月
, , 月, 。 ,

口
,

户 二 口, 。 , 月 二 一 召
、、 , 月

, 一喜月
, 、 , 月, 。 一粤月

, ,

‘ 〕

月
, ,

户
, , ,

月 , 月
, , 月

。 ,
月

, , 月
, , 户

, , 月
, 。 月, 。

尹 ‘ 一 声
一 , ,

月 ,
, 月‘ , 尹 , 二 一 月

, 。 , 月
, 一 口 , 口。 , 一 月

,

口, , , 月
‘ ,

月
, 月 , , 月 ,

口
, , 月

, 二 月
, , 月 。 二 一 召

, ,

, 口
。 , 月

,

二 一 月, , 月, ,

二 一 月 。 , 月
,

。 一李月 , 月 。 。 一 产。

乙

产
, , 户 ,

月
。 , 月

。 , 口
, , 口 , , 月

, 一 粤产
, , 月

乙

二 一 鱼三

尹 月
。 , 月 一 月

、飞 ,
月

。 二 口
, 。 一 冬月 , 卢

。 二 月
。 一 户

。

‘

” 一 ”, , ”, 一 ’” , , ”

一
” , “, 。 一 ”

。 一

合“
·

,
, 一 , , 一 , 一 ,

, 。 一 ,
。 一 “ , 。

,

一合”, ,

月。 口
,

, 月
一 一一 一 「

’

一
‘ ’ 产

。 月

月。 二 月。 户
, 。 , 月

, 二 月 。 , 月 , 月 , , 产
, 。 二 一 月 ,

月 二

月
, ,

一 口
,
口

, 口
。

口。 ,
月 , 二 一 月

。 , 产
, , 一 产

, , ,

月、, 一 月 。 口 , ,
一 粤

。月, , 口。 月 , 户。 一 月 ,

‘

舀, 。 月
, , 月

,

月。 一 月 ,民一

应力元的应力场 它们分别是由下式
,

价 一 夕
。

夕 生 怂 三 十 夕 一 风 兰 夕‘ , 夕,
夕扭 夕

, 。

口
,

口 口‘ 尽 口 月加

一 , 尹功 工 内 二 , 。 , , 凡
。

丝 夕巧

口 , 风
, , ·

几
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几 一 ,
‘

丙
一

〔月
,

一 ,
‘

兰 厅, 。二 。 , 一

热 一 凡 丝

尽 “ 十 尽 ,

消去表 中所列举的应力参数得到

例如
,

对于元 为

’ 一 尽 夕
令 夕,

一 一

口了· 夕吕

号 口二 , 一 “日一 “ 二

。 一 夕
。

十 尽, 十 风 夕
, , 尽

,

十 禹。

一
“ 十 “工。

十一 “ 于 “ · “ · , 一 扑 节
口 , 月

,

一 口。 刁 十 月
, ‘

,

一 ,
、‘

召 ‘ ,一 , 。 一

夕‘ 一 口
,

一 兽
一

夕 ,

李 ,
,

一 夕 兰 一 通
一

, , , 十 ,
」

一 尽 ,

犷

它包含了 个应力参数 夕 对八节点轴对称元
,

为扫除多余的零能模式
,

所需最少的 夕数

为
,

即元 的 月数

这六种元分别由两类不同的出发点导出

第一类 应力场
、 、

首先选取具有 巧 个参数的三次位移场
,

得到相应的应 变

场
,

再选择一个应力参数与一个应变分量相对应
,

从而得到最初假设的应力场

第二类 应力场
、 、

开始将所有的应力分量均选择为相同的二次式
,

即

风儿⋯内
口尹、,忆门百乃几

乃助几

、

一一
︸

这里
。 一 , 丝一

,

丝 、 、 。

由于是轴对称元
,

因此在假设应力场日寸
,

包括了令
、

于
、

手等 · 负次幂项
·

将开始假设的应力场
,

经调整系数及应力参数
,

以达到同时满 记以下三方面的要求
,

从而得到表 中所列举的应力场

汉 满足齐次平衡方程

一

、、
苦‘、

再勺

口 名

阳

、

⋯
一

口 。 口

—
, 一一 —

一 一

一一
口 之

口 口
几了一 万 , 十口忍

对于第二类应力场
,

由于开始的 声数且较多
,

有的应力场在导出时
,

还利用了协调方

, 几 勺
,
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再消去一些 风

不具有多余的零能模式

为满足此要求
,

由所导出的诸应力场算得的阵 蛋
,

即

。一 二

邝
·‘沁

应是满秩的 ’

例如
,

对应力场
,

可算得

一 一

一

。。。

一
心 一 忆

犷

一

可见是满秩的
,

故元 不具有多余的零能模式

具有不变性

即单元刚度矩阵不因元作刚体运动而改变 这个条件对杂交应力元并不 自动满足

对轴对称元
,

刚体运动只是沿 二 轴的移动 图 如以 云表示局部坐标
,

则

牙
,

定义一组新的应力参数 尸
,

使其与已有参数 夕的关系为

百 乙口

当阵 乙满足以下关系时

户
, 牙 乙 尸 , 二

则单元刚度矩阵 全与 无关
,

即具有不变性山 上式中 尸 , ,

及 矛
,

劝 分别代表

将 与 牙代人方程 时
,

所得到的二个阵

以上导出的诸应力场均满足不变性要求

四
、

数 值 结 果

厚壁筒承受内压力

无限长厚壁筒承受均匀内压力
,

沿径向取出一条
,

分别用粗网格 二个元
,

图 及
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··

②②

孑孑孑熟 蕊 书书取 恶 不不

和和和 石 口口

’

口口

图

表

厚壁筒承受内压力有限元网格 网 格

应力 。 ,

及 。。 沿径向 误差百分比

厚壁筒承受内压力
, 网格

,

··

·

卢
,

口口 ,, 一
。

一
。

弓弓 一 一 一
。

一 一
。 。

。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

。

一
。

一 弓 一
。

乡乡 一
。

一
。

一
。

〔〕
。

。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。 。

。

一
。

一 一
。 。 。

。

一
。

一
。

。

、 一
。

一
。

一一
。

一
。

一
。

。 。 。

。 。

一
。

。

一 一
。

细网格 三个元
,

对表 所列的六种元进行了计算

网格

计算所得各元沿径向各点的径向应力 。 , 、

环向应力 。 、

与准确解相比较的误差百分
比

,

列于表 内 元
、

及位移元的
,

及 。误差沿径向分布如图
、

所示 沿 径
向各节点的径向位移 “ ,

与准确解相比的误差百分比
,

在表 上部列出

可以看出 对于应力 ’
,

元
、 、

给出的结果远较其它元准确 对元内各点 不
·

仅是元的中点
,

其最大误差绝对值
,

以上三种元均小于 并 位移元为 巧 多 元 误 差

最大
,

高达 多 如考虑元的边界点在内
,

则如图 所示
,

位移元的误差最大
,

增 至
多 元 的误差变化比较平缓 元 的误差波动最小

应力 。 ,

其最大误差绝对值仍然元
、

最大
,

元内各点均小于 务 元 及 位移
元次之

,

介于 务 元
、 、

误差均相当大
,

高峰值接近 如同时考虑边界
点

,

则位移元及元 的误差均有所增加
,

元 的结果仍最不好 图

对于位移 “ , ,

由表 可见 各种元的误差都不大 相比较位移元
、

元
、

略 好
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祝那

广

叮加

、川
了别玲

︵次︶招胜角

才矛‘

呀户 沪

气
,

,
、、

,‘无卜卜
一味︸绷峨

、、、 、
护子一

‘ 么
’

一 了
卜卜娜珑然一一一图

一 升

水‘

一

口

厚壁筒承受内压力 —
网格

应力 叮 ,

沿径向变化

二

,

护

厚壁筒承受内压力 —
网格 , 只

应力 丙 沿径向变化

—杂交应力元 一 一杂交应力元

一假定位移元 —杂交应力元 一一杂交应力元

一假定位移元

表 应力 外 及 , , 沿径向 误差百分比

厚壁筒承受内压力
, 网格

石
·

月
’

,‘

。

。

。

斗卜

一
。

一
。

一
。

一

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一

一
。

一
。

一

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

。

月

一

一
。

。

一
。

一
。

一
。

咚

一
。

一
。

。

一
。

碑

丈
一

。

一 呼

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

一
。

。

一
。

一
。

一
。

一

。

。

一
。

‘

。

。

一
。

,

。

了‘二门」﹄托目︸︸,产户,孟

⋯
月了门了咋了矛

。

。

。

。

。

。

。

。

。

一
。

。

。

一
。

。

。

一
。

。

。

一
。

。

。

一
。

。

一
。

。

‘
。

一
。

。

。

一
。

。

。

一
。

‘
。

,

。

乡

一
。

。

。

一
。

一
。

一
。

。

。

。

一
。

。

。

一
。

一
。

。

。

。

一
。

一

。

一
。

斗

一

。

。

。

。

一
。

一

。

一
。

一
。

。

。

一
。

于元
、 、 ,

前四种元最大误差绝对值均小于 外 后三种元介于 , , 外
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表 位移 。 ,

沿径向 误差百分比

厚壁筒承受内压力
, 网格 及网格

一一
注注注 召召 ,

·

月
,

一

一
。

价

。
。

。

。

。

一
‘

,

‘

。

。

一
。

‘

。

。

。

。

一
。

。

。

。

一
。

。

。

一

。

凡氏︺

一
。

一
。

。

。

。

。

。

。

一
。

。

。

八八︸

⋯
八︸﹄

曰‘甘
‘‘

⋯
八八“

臼 ,

⋯
一

翼

⋯形

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

。

‘

。

。

。

‘

一
。

。

。

。

。

,

。

。

一
。

。

。

。

一
。

。

。

一
。

。

。 。

网格

算得各元应力
,

及 。 的误差如表 所示 沿径向各点位移 “ ,

的误差列于 表 下

部
可以看出 对于应力

, ,

考虑所有

元内点及边界点在内
,

元
、 、

给出

的结果仍最好
,

其最大误差绝对值均小

于 务 其余的元
、 、

中
,

为

好 位移元最差 元内至 务
,

边界处高

至 巧 务 而元 较平稳

对于环向应力 。。 ,

如网格 的结果

一样
,

元
、

的精度最好 元 及位移

元次之
、 、

误差均相当大

对径向位移 “ , ,

由表 斗 可见 当网

格由二个元加 至 三 个 元 时
,

元
、 、

及位移元的最大误差绝 对 值 均 小 于

多 元
、 、

也介于 外
,

都十
尹 分接近准确解

厚球承受内压力

具有内半径 及外半径 的厚

球
,

承受均布内压力 分别用粗网格

灿
辛刁邻

二

斗

心匕丝互二

口 口 口

改

图 厚球承受内压力有限元网格 网格 ,

半球分成 个元
,

及细网 格 图
,

半球分成 个元 进行计算
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表 应力 , 及 。 , 沿径向误差百分比 价
。

厚球承受内压力
, 网格

刀刀 石石

户
,

口口
。

一
。

一
。

一
。 。 。

一
。

肠肠肠肠
。

一
。

一
。

一
。 。 。 。

一

。

一
。

一
。

一
。 。 。

一

。

一
。

一
。

一
。 。 。 。

。

一
。

一
。

一
。 。

一
。 。

一
。

。

一 一
。

一
。 。 。

,
。

。

一
。

一
。

一
。 。

一 碍碍
。 。

。

一
。

一
。

一
。 。 。 。

多

。 。

一
。

一
。 。 。 。 。

二
。

一
。

一
。

一
。

一
。 。

一
。

。 。 。 。
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图 厚球承受内压力 —
网格 , 又 图 厚球承受内压力 —

网格 几
应力 沿径向变化 功二

。

应力 ‘ 沿径向变化 价二
“

火

—杂交应力元 一一杂交应力元

一假定位移元 —杂交应力元 一一杂交应力元
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才 网格

计算所得元内沿径向 价 ”

各点的径向及切向应力 。 、

介 的误差
,

由表 , 给
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,工了︸了,︸

⋯

出 同样
,

元
、

及位移元的 。 、 。 误差沿径向分布
,

也分别由图 , 及 给出 球

内边缘径向位移 “ 的误差
,

列于表 上部

由表 可见
,

对元内各点应力 。 ,

元 产生的误差最小
,

其最大绝对值为 多 位移

元最差
,

为 多 其余的元中
,

元 较好 剩下各元的排列顺序是
、 、

及 如考

愈元的边界点在内
,

由图 可见 位移元的误差上升至 外
,

而元 显然波动较小
,
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表 位移 。 , 沿径向误差百分比 厚球承受内压力
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元 基本平稳

至于切向应力 西
,

如表 下部所示
,

元
、 、

仍给出好的结果 元
、

次方 元
最差 位移元的结果也不好

,

由图 可见
,

其在边界点处的误差相当大
,

最大值高达

肠

网格

元内沿径向 中 ”

各点应力 。 及 叶 的误差分别由表
、

给出 元
、

及位移元的误差沿径向分布也分别绘于图 与 中 球内边缘各点径向位 移 “ 的

误差列于表 下部

对于应力 。 ,

表 的结果表明 所有给出的杂交应力元 左 一
,

当网格加密时
,

。 精度的提高均较位移元快 正如表 及图 所示
,

这时元
、

仍给出最好结果
,

最大误差绝对值小于 多 元 稍差
,

为 外 元
、 、

次之
,

均不超过 , 并 位移元
,

最差
,

它在元内及边界上均给出的误差最大
,

其绝对值分别为 及

在细网格 时
,

所有杂交应力元中应力 精度的提高也较位移元快 由表 可

见
,

此时元 的误差已与网格 不同
,

较位移元小了 最好的元 这时误差最大值 已降至

一 。 外 元
、 、

次方
,

介于 士 务左右 位移元仍给出最低的精度
,

其在元内点的最大

误差为一 沁
,

在边界点上高至 务 图

用以上两种网格计算所得径向位移 “ ,

由表 可见 在网格 中
,

位移元给出的精

度远比杂交应力元好
,

其中元 最差 但位移元的这种优势到网格 时已不明显
,

这时杂

交应力元的位移收敛很快
,

精度都迅速提高 元 位移的最大误差已降至一 外
,

十分
接近位移元对应值一 外 元

、 、

的误差绝对值也均小于 外

总之
,

由以上二个算例可以看出 就应力及位移而言
,

这些元中
,

元 给出了相对最

精确的应力分布
,

在较细网格时
,

也给出了与位移元十分接近的准确位移值 元 次之 对

厚壁筒的应力
, ,

及厚球的应力 。 与 网格较细时 的结果表明 位移元的精度最差

他们排列的大致顺序是
、 、 、 、 、

及位移元 只在厚壁筒的应力 勺 计算 时
,

位移元给出的精度较元
、 、

好一些
,

与元 结果相近
,

但仍较元
、

差

五
、

小 结

用两类方法
,

导出了六种八节点轴对称实体迥转杂交应力元 它们都准确满足平衡
‘

方程
、

不具有多余的零能模式
、

并且单元刚度矩阵具有不变性

对于给出不仅元内中点的应力值
、

而且给出应力分布方面
,

计算结果表明
,

现导出的
杂交应力八节点轴对称元

,

远较传统的假定位移八节点轴对称元准确 并且当网格较密

时
,

也给出了与假定位移元十分接近的准确位移值

用第二类方法导出的应力场 元
、 、 ,

即 诸应力分量开始均表示为相同的多

项式
,

利用平衡方程或协调方程消去一些应力参数
,

并在检查零能模式及不变性时
,

对有

关项进行必要的调整 这样得到的应力场
,

从 目前研究结果表明
,

往往比开始选择应力 、

应变分量一一对应
,

再调整参数以同时满足以上三方面的要求
,

所得的应力场更为合理

正如我们已作过的四节点轴对称元的结果一样即 ,

具有扫除多余零能模式所需最 少
声数的应力场 元 常常并不一定是较好的应力场
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