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本文从变质量力学系统的 方程
,

推出了变质量一阶非线性非完整系统的拉格朗

变质量力学系统 方程 拉格朗日方程

变质量一阶非线性非完整力学系统广义坐标下的拉格朗 日方程

用普通导数表示的形式

设有 个质量为
, , ,

⋯
,

的质点所组成的变质量力学系统相对于惯性坐标系

运动
,

其位形由 个广义坐标
厂 , ,

⋯
,

确定

设该系统受到 个理想非线性非完整约束

式伪 。 呀
, ,

曰 。 尸 十
,

尸 ⋯
,

少

的作用
,

其中尸 二 一 是系统的自由度

现引入 个函数班
, ,

⋯
,

少如下

礁 馨
一‘

· ,

⋯
,

尸

班 二 关
一

尸
,

尸 ⋯
,

时
式中 和

, , ,

⋯
,

尸
, ,

⋯
,

少是 和 的任意函数
,

但必须使得由
、

两式能够解出呀
, 二 , ,

⋯
,

为此目的
,

将 叻式写成如下形式

、 一客豁
“二 ”一 不 尸十

,

尸
,

⋯
,

式中 不包含
。

的线性项 则
,

在
、

两式中的“
, ,

⋯
,

尸 产 , ,

⋯
, ”

和豁
“ 一 ”·‘

,

尸 ·
,

一“
犷 , ,

一 ,组成的行列式不等于零
·

于是可解出

么 属“
份
堆 十 “

, ,

⋯
,

由文献〔 扣’知
,

变质量系统中代表点的速度可写为

小
二 叭

盯 乞号雀一
·

夕
厂 十 畏毛斗

自 斌
, 厂

’

现将 式代入 中
,

有

叭 芝 “
,

礁 乙
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其中 ‘、
,

客豁
一

走产
‘ 小 卜 , 卜

夕 二二一二 ,

十

—户士 口
。

已知

广义力

丫
、

’

百丁石
、

艺、 二 艺 凡 鱿
一

氰
广义反推力

侧 馨此
。
、一

客〔落
二 , ·

骼卜
广义惯性力

属厂
·

, 一馨 粤瀚
“ ,

仁

寸

现设系统中各质点的质量为

系统的动能

‘ 穿
,

奋
,

一

含馨“ 厂

现暂不考虑非完整约束
,

不难得到

艺 。
, ·
仁 咨

,
,

私

百万万一而 忑面丁一百了 一 着
‘ 哟

’

百不

一

爵〔睿爵争
、

小客爵贪
。 、

将上式代入 式中
,

得广
’

义惯性力

。
,

小 咨 二
,

仁

八
‘

一 普 飞丙 百丁
一百不 一 局娜

下‘ ’ 百万丁

一

箭〔睿瓷 争
盯厂〕

·

睿爵争
。 , 从

最后
,

我们将所求得的
、

和 式同时代入变质量力学系统的

方程
’

凡 十 万广十 产 , ,

⋯
,

尸

即得

小 厂 、
,

看 而 石万二一忑丁 儿 十 外

,

⋯
,

其中

芝〔刀
,

庆
,

, , 、
卜

, 二 , 州卜 , ,

口

,

万丁专
。、夕 一

瓷 专
。杯 , 〕“

“
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方程 即为变质量一阶非线性非完整力学系统广义坐标下的拉格朗日方程

其次
,

若变质量力学系统受到 尸个理想线性非完整约束

艺
,

奋
, ,

⋯
,

的作用 此处 尸 一 ,

其中 和
,

一般是
, 二 , ,

⋯
,

和 的函数 因为这些方程都

是彼此独立的
,

故可能出 个凉
,

即

令
, 二 艺

‘ , ,

二
,

⋯
,

现引入 个函数礁 二 , ,

⋯
,

垃口下

爪 艺
, , , , ,

⋯
,

设 式中的最后 个方程 二 尸
,

尸 ⋯
,

是与方程 乙 相同
,

而

在其余方程中的 , 和 二 , ,

⋯
,

尸 二 , ,

⋯
,

可允许任意给定

规定
,

半 城
, ,

⋯
,

令 万
’

代表 的逆矩阵的各元素
,

那么

奋 艺纸
,

班 一
, ,

由此可得

旦主
袱
石
‘

比较式 与 可知
,

当约束是一阶线性时
,

有

黯 、
。
客乡。

‘ “ 。 ,

豁
·

刹瓷会
盯 , ’ 一

瓷争
“均卜

一

奋
、

客客〔“
十 ‘ 侧 ,

豁 杀瓷专
‘训 厂 一瓷专

‘鲜 , 〕 沼

少

凡 客〔馨
“

·

豁 〕客〔睿凡箭 〕
,

元

于是方程 便成为

令 兰 旦二 旦工飞
自 了 玩

,

,

元 十 叭
, ,

⋯
,

再讨论两种特殊情况

情况 若取 礁 玩

则
,

的 阶矩阵 取块形

, ,

⋯
,
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中引程方日千
,素一兀其阵矩阶从

“““””日日叭“““”“”

︸阴

︸和
⋯⋯﹃⋯⋯尸二丁

二了爪⋯
是

二

其中 是尸 , 尸阶单位矩阵
,

而
,

和

母的系数相同

一,︸

二

。。

内
。。。

一

一尼
日“肛”

的逆矩阵是

箕中尼 是 的逆矩阵

中的系数
,

定义 是 尸 又 矩阵 一 系
、 ,

那么 的元素正是方程

现在方程 可化为如下形式

丙 百万丁
召 了

十 ,

享 气而 百不 , 一 百不
。、二 元 少

、一毯一

情况 若动能
,

有

坛
,

,

⋯
,

应用方程 佗

令 嫩 小
百丁

一
泊 万环丁百丁

一启百刀不娜 ‘ ⋯
,

少

那么
,

方程 「
‘

化为

吴箫
·

客客箫争 氏
’一‘

·

少

二

用凝固异数表示的形式

令佘为质鼠不变时对时间的导数
,

由犷

尸 少

几 皿

几坑
’

旦 , 分别为质量不变时对娥及对 的偏导数

乃
、一

, ·

客豁赫刻磷
·

豁 称

客〔刹
·

器
州一亿一二 会 上 兰了 望 、

自 七丙 、百万

又不难得到

一

旦丫兰乙、
皿 奋

几

旦
, 客翻刹爵

一

豁 〕

客睿晋〔刹豁
一

豁 〕卜

于是
,

广义惯性力为

产 一 艺
, , ·“

,
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小 了及 、 且 、
,

一 产 一 , 龟 , 二一二 , 一

—
八

理片 贬 ,
一

土 八 鱿 夕

现将式
、

和 同时代入 方程 中 即得

,
客〔佘 铃

一

等卜 凡
·群 ‘“

一 变质量一阶非线性非完整力学系统准坐标下的拉格朗日方程

用普通份数发
,

卜的形式

设变质鼠系统受 个理想非线性非完整约束

厂 奋
, , 二 尸 尸 十 ⋯

,

的作用 这里 尸 一

假设取准速度如下

。 艺 挤十
、

二 尸

。 宜斗 。
, 二 , 。、 尸 、 】

,

尸
,

⋯
, 。少

扩一 口 甘了

现规定 。 犷和斗 组成的行列式不等于零
,

于是可解出
甘 户

认二 艺
、

‘
·

乙 犷 二 ⋯
,

少

将上式代入 中

告 解
侧 代二一二

目一 ‘

匀 补瓮
二

客豁〔争
“ 田

、 ·

门
十

瓮

客客器标
田
· 十

客器
·

仁
艺 以

、 · 十 “

其中
, ,

小 厂 ,

‘ 八 一 着 百硕下
代 ’

夸旦上
自 刁

,

侧

—
已知
’ 一

义力
、、月户

、

艺 石
·

日
、 兮 「夸 。 旦擎
写 贬昌

义反推力

厂二 芝 掀
·

以
一

创芝
·
解 、

,

一二二 二一 。

仔 夕

广义惯性力

广二 一 艺 麟 日
, ·

右
, 告 杏 盯 、

,

鲁 各
”“ 万不

一

」拍
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共冬 一 菩
一 一 夕从

仔 思写

日 、、

己夕

、、了少
,﹄

少
厂共

、 ,

、 乙 加一
贪 共言渝亨‘仁刊 急瑞二

现将式
、

和 同时代入 方程 中
,

的方程
,

即

得到与方程 完全相同

艺
己

牙 己守
人
、 二 兀

,

尹
, ,

⋯
,

现继续变换上式
书

鱿

为 中借助关系式 消去 夕而表为。
、

的函数
,

有
、

夸旦二旦鱼
六布 己 、

、

一认

石日一己

际 一言爵粼
·

客客器爵粼一一

二

客爵粼
·

客器豁
一

客豁黯
一

客器从

、
·

气名牌︵

、

己田

而 百石万

二

客刹器 蜘客豁争
少
几

是
,

有

峨 己认
厂、 二 二

—口 切

卯兰
一
分

一

旦互 兰 旦主
己了

·

台 己认 又 田

众
介

、

将 片

、

、父代入

一 斋

中
,

得

日

旧
、

一

豁 客器 杀爵
一

务

豁
·

斋〔睿爵韵一
一

客爵争
、厂 么

卜思
、

艺门
了、、

最后
,

把所求得的式 ‘
、

和 式同时代入 方程 中
,

有

爵
一 凡 · 、 十客器 挤 峨

丙 百面 一 万蔽
,

⋯
,

飞鲤孙丙

其中

艺 〔此
一

于瓜
、 仁
夕后下万十 历 爵扣

、厂 一

爵扣
,

小
方程 就是我们得到的变质量一阶非线性非完整力学系统准坐标下的拉格朗日方

程

方程 比 更一般
,

因为当取准速度为广义速度 时方程
·

便成为
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用凝固导数表示的形式

仿求方程 的步骤进行运算
,

即得

旦
旦

几 田

例

瓜

几 介
、

、

。
·

客簧 爵瓮
一

务
‘

⋯
,

算

在 弓
「 , , 。川 , 一

问题中物体

对称轴 上有一点
,

其质量为胡 二

设物体质量为
,

相对物体质心 的惯性矩为

系统的位置由接触点的坐标 ‘
,

夕 以及

与 。 间的夹角夕来确定 如图所示 设

分离微粒的相对速度为
,

试建立问题的运动

微分方程

解 我们取物体及质点 为研究对象
,

主动力仅受重力作用
,

选
、 、

夕为广义坐标

约束方程 少二 戈 夕

,

而 夕二 父
戈
夕

本题属于变质量线性非完整系统 以
、

夕为独立坐标

令 玖 呀
, ,

以今表示
、

吼表示 夕
、

表示 于是可用公式 来解本题 但因 。 ,

对本题来说
,

该公式可化为用凝固导数表示的如下形式

卫
刀 鲜从 戈
一
·

夕及一几

由约束方程

系统的动能

可见
,

一

若
·

奇号
一

苦 。 元
·‘ “

一

芳
·

资芳
一

芳 已 ‘
·‘尹

此处 一 夕 已

二

冬、〔
一 。夕 。 ,

‘夕 。沙 。 ,

〕冬
。

夕
,

乙 ‘

李 , 戈一 石夕 夕
, 、 右夕 。

,

〕
艺

几 八

气二尸

一 一 口从

旦工
从少

旦 箕从 才 材〔笼
一 。歹 夕一 。沙

’ 。 〕 〔笼一 吞’ 口一 吞夕
’ 口〕

进 口口 夕 〔戈 夕
荡丢下 夕 “ 一 ‘

, “ 〕
戈夕
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, ‘ 少〔 “ 瓮髯 ‘ “一 ” “ 〕

解 戈一 。乡 口 夕 。汐 夕 夕
·

戈 夕
·

一 。 夕
·

口

所以偏速度

盯

戈
二 夕

·

汐
夕

·

一 夕
·

又

肠 戈一 吞沙 口 , ‘夕 石夕 口 二 ,
·

少戈 石 口
·

一 方 口
·

夕

的 夕
·

一 夕
·

助
铸
戈

十 夕
·

主动力
二 一 舌 尸 一 胡

厂义力
二 一 多火

·

了‘ 夕
·

〔一 多渝 〕
·

口
· 二二

广义反推力

挤 〔功 夕 功 夕 〕
·

〔十
一

夕
·

〕 功
夕

这样方程 给出

厂 , , 、 、 , 二
、 , 八 ‘ 。 、 夕

厂 , 、 , 、 二 、

万面尹歹 ‘” 十 叹‘月 工 十 人 则 一 万丽了 眨 “ 个 《‘川 一 “ 乏石亏刀
主

口

几夕
材 〔一 舅 夕 ,

’ 夕 夕
’ 夕 夕 义 夕

戈夕
夕

“夕 夕

一 。 ,

夕
, 夕 口一 戈夕“

, 夕 夕一 。 ’夕
, 夕 口 “ 夕

, 。 夕 一 芜。夕 夕〕

丈百车 〔一 交方 夕 乃公
’夕一 占,

夕
, 夕 一 占戈夕 夕 占戈 夕

劝。,

夕
, 夕 夕 占,

’。
,夕一 方夕、 夕 。 夕一 吞戈夕 夕 夕一 方

,

乡
, 夕 。 夕
品访〕

且

几夕
材〔戈一 。夕 一 。夕 。 夕 了夕 。汐 。 夕 一 。夕 〕 〔戈一 占乡 夕 火

火 一 夕 夕 夕 夕 夕 一 夕 夕 〕
一义力

厂 二 一 渝
·

夕
·

一
·

〔一 才 〕
· ·

一 夕
·

广义反推力

, 二 功 “
·

田 夕
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群 爪
· ·

功

于是方程 给出

〔,
。 、 材 十 。 。 〕方

十

嘿
。、。 十 , 。。〕二 功 。。 。

口

方程
、

即为所求方程
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