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横观各向同性轴对称问题的

加权残数法及其工程应用
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提要 利用文 「
,

习 的理论
,

木文提出用两个调和函数的方法求解横观各向同性的轴对

称问题 将它引人加权残数法
,

推得了一系列简洁的边界型最小二乘 记法公式 就结构工程

和岩土工程的两个例题作了计算
,

得到了有用的结论 本文的方法比列赫尼茨基的重调和函

数法更为简便

一
、

引 言

工程实际中有很多的横观各向同性轴对称问题
,

一直受到学者们的重视
一 习 早在五

十年代
,

胡海昌和列赫尼茨基 ,曾用重调函数求解了若干典型问题

利用文
,

的理论
,

本文用两个调和函数求解轴对称问题 不仅由于数学上对

调和函数研究得比较透彻
,

便于求得理论解 还因为由此推得的一系列公式非常简洁
,

适

宜加权残数法的应用 本文采用边界型最小二乘法
,

分析了两个实例
,

结果良好
,

对点载

荷试验提出有益的意见

二
、

公 式 推 导

对于横观各向同性弹性体轴对称问题
,

宜用柱坐标 , ,

来表示
,

容易从 〔 导出

通解

、少
‘

、闷几伪乙了‘、了飞、一粼
一

, 一客
竺

招 豁
暴

一

蚤景 青器
, , 一 。,

一 , ,

式中
, , 一 , , 。夕一 土 了

, 。夕一 , 一 口, , 夕,

, , ,

夕一
, , 了 , ,

根据式 则不难写出应力表达式

对于单连通凸区域
,

式 有解
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甲 , , 。几币
一 , , , , ,

艺﹃

式中‘ 是待定系数
,

币
二

是 。
次齐次调和多项式 但对图 所示的多联通区域

,

尚须叠加

下列函数

币, , , , 一 见 ‘二币
, ,

今 压 , , , ,

一
,

式中
。

是 , 次齐次多项式
,

此 是待定系数 为了方便和

明确起见
,

记号 价
。

一 价
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币二 币
。 , , , 。
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二
。 , , 等等

通常利用下列递推公式来计算 币
。

和
。

等
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沙
。 刀 价 必

。 , 必。
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“ 二
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, 二 路 。

‘
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。 ,

殉

此外还须利用下列微分公式

一 价
。一 , 币

。

口
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一
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— , 丫
口万

丛价红别丛价坠加

利用 和
,

容易将位移和应力写成如下形式

、、、夕了产
,

眨乓奋吐‘百声
二

“二
‘ 厅二
“ 。君
“口二

。心

,

,

‘ 厅二
‘

之
‘厅二

“厅娇

孟十

、月‘,

心,月

口

了夕通纽、、、

艺间习︸
︸

,、声价叭’勺

式中‘
,

武 等都是 机
,

召
, 二和 武 的函数 将 和 级数截取有限项

,

得到位移

和应力的近似表达式
,

利用边界条件
,

计算边界残差 胡
,

然后求解残差方程
。。 · 。·‘“ 一

’

求出系数 口‘和 砖 后
,

即可得到位移和应力的近似的解析表达式
,

式中 白。 是适当的权
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函数矩阵

三
、

实例计算及分析

应用以上公式
,

计算了不少的有意义的例题
,

在文中仅给出两例 在计算中
,

采用最

小二乘等距配点 法
,

并取 弹 性 系数 上 几

例 以金属镁制成的实心柱体
,

是一种横观

各向同性弹性体
,

两端受如下形式分布的自平衡

力系作用

士 人
二

一
,

弹性常数取自文【 圆柱体的端部问题早
图

就受到人们的注意
,

作过大量的研究时 , ,

通常均采用本征函数法或 级数法
,

由于

求得的解析解级数收敛甚慢
,

为了得到一定精度的数值结果
,

往往要截取很多项

表 镁柱 , 。 截面上的应力
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年 和 截取级数的前 项对上述镁柱问题作了计算 本文取 个配

点
,

并分别取前 项 。 匀 和 项 耐 作试函数
,

计算同一问题

表 给出了 一 。截面上 几 和 。。的分布

将表 中的数据绘制成图
,

与 的结果作比较
,

情况表明
,

用本文方法
,

只须

以少得多的工作量和方便得多的计算手段
,

就获得了与 解相当精度的结果 图

给出了 ‘ 截面上的周向应力 。。分布曲线 。

例 横观各向同性旋转椭球试件
,

如图 所示
,

是测定混凝土和岩石
,

尤其是常规试

验无法测试的低强度和严重风化的岩石强度点载荷试验中的典型试件 迄今的理论研究

和实验测试的试件
,

均作各向同性体处理 为了更好地模拟岩石材料
,

我们首次引进横

观各向同性试件模型
,

材料的 上 一 ,

时
, , 二 , , , ,

对于 ,

我们考虑三种情形 一 , , , 云 火 , 。 , , , 只

表 椭球试件加荷轴上应力 到 。 ,
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时 来考察试件内部的应力场随材料性质的变化情况 试 件 的 尺 寸
,

,

计算中取前 项作试函数
,

配点数为 表 和表 给出了这三种情况

的应力值

四
、

结 论

以上的分析
,

可得出如下的一些结论

由于使用公式 和
,

使得求解横观各向同性轴对称问题的边界型最小二乘

配点法象求解各向同性情形时那样简单
,

本文的方法比列赫尼茨基的重调和函数法简便

本方法能给出近似的解析表达式
,

从而有利于确定应力的一些特征点位置
,

如极值

点
,

正负应力过渡点等
,

它们对于考察应力分布是很有用的

首次采用横观各向同性的点载荷试件模型
,

得到了只用各向同性模型未能考虑到

的若千结果 表 和表 明显地表现出
,

各向同性面内的弹性模量 , 的变化
,

对应力 再

和 。的影响
,

尤其是 ’随 , 的减少显著地增大
,

在加荷轴上的过渡点位置明显移动
,

这

·

二二之刃·
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些正是影响点载荷试验准确性的重要因素〔 图 显示了加荷轴上径向应力 再 的分布
,

图 杯显示了 二 一 。截面上周向应力 。。的分布 最后
,

我们指出
,

在控制加荷轴与试件材

料的各向同性面垂直的条件下
,

两个弹性模量之比 。 一 越大
,

试件破裂的极限载荷就

越小 因此
,

在没有更深人的研究之前
,

为了更好地把握试验
,

制作不规则试件〔,

邹寸似应

考虑岩石的各向同性面位置
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