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方程和 它 方程

在一般非完整系统上的推广

薛 问 西
西 安 矿 业 学 院

提要 本文给出一个适用于任何阶非完整系统的变分原理 山 ” 原理可作为推论由 之

导出 由此原理出发
, 将 方程和 己 方程推广到一般非完整系统 以一个二阶

非完整系统为例
,

说明所得方程的应用

关键词 非完整
,

动力学
, 己 方程

,

方程

一
、

引 言

哑 讨论了 原理在一阶非线性非完整系统上的应用 本文在理想约

束条件 下
,

得到一个与通用达朗伯一拉格兰 日原理等价的
、

适用于任何阶非完整系统

的变分原理 由此原理可将 原理作为推论导出 还可以根据这个原理将

方程和 己 幻 方程推广到约束方程包含任何阶速度的一般非完整系统

如 方程兼用动能和加速度能
,

对于有些问题
,

例如受约束刚体之类的动力学间

题
,

可以使计算量减小 文末以一个受二阶非完整约束的刚体运动为 例
,

说 明 推广了

的 幼 “ 方程的应用

二
、

一个适用于任何阶非完整系统的变分原理

设有由 个质点
,

⋯
,

构成的动力学系统 为作用在质点 , 上的主动

力 , 为 , 在惯性参考系中的矢径
,

⋯
, ,

为系统的广义坐标 为使所得 结 果 也

可以用于伪坐标
,

以 九
,

⋯
, 抢。 表示伪速度

,

定义如下

扁 一 艺 。叭 十
。

一 ‘
,

⋯
, ,

式中
。 , , 。

都是 宁
, 一的已知函数

,

且
口

川特

式中
, 。

】 ,
。

坑 一 见 砰
了。

海 十
,

一 , , ‘

一 一 习 ,
,

由 解出呀
,

得

,

⋯
, ,

本文系编委黄克累先生推荐 于 年 月 ” 日收到
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由直接计算可得

。‘垒户‘ 一 艺 认句 矶

铸垒护, 一 艺 叨沁 不含 、的项

李灸, 垒
走一 。
一 习 认

二沪 不含 ”的项 友为任何自然数
,

,垒

式中

蜒鑫器
二趋会

矶“鑫器
·

十

豁
由

,

二式可得
、

、夕
沙

一
乡灸

矶 一 瓦矛, 戈

,

及一
,

⋯
, ,

⋯

以 表示系统 的加速度能
,

即

, 今
尸

,

—阴
,

高
则有

、万产、声月了
‘‘、叮、“ 灸,

习 , , ‘ , 万走 ” 不含 走 的项
,

口 灸

衬凌 幻
一 习 。

‘

训

令

,垒 ‘花, 一 艺 已
二 左 ”

以 表示 变分〔
,

即在系统状态矢量集合
, 户

,

护,

一
, 足 ,

一
中

,

只变更 卜气 而不变更其它矢量 由 式可见
,

这只需变更 必好幻 表示
, ‘

二
,

、 的全体 其它不带下标的符号均有同样意义 是对应于伪坐标 鸡 的广义力
,

即

, 一 习 认
一

客鑫
只

知
。 一

郭
,,

口
,

是对应于 价 的广义力
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由通用达朗伯
一拉格兰 日原理 即 原理 〔幻

艺 式 一
‘ , 、 荟掩

, , 一

勺二一 几 , 寿 幻

占、 咬 , 一 笔华一
二 二 受

一
闪 又介 汤

‘ 口
‘ 夕

可得

占、, 戈一

反之
,

根据
,

二式
,

由 便得 因而 和 等价

现在设在系统 上作用着 个形式如下的 左阶非完整理想约束

甲 , ,
宁, 论 ,

⋯
, 二‘戈, ,

⋯
,

约束加在 左阶以上导数 褚好
几 , 上的限制为

甲。

杀轶澎杆幻 含 , 的 友十 滩阶以下导数的项
兀 、

工
艺﹃

因而加在变分 叙‘粉而’上的限制为

黔
“·“ ‘ ’一 。

艺﹃

设理想约束条件为

习 “ , ‘ , 一

民

艺 习 砚叙沪 一
‘ 一

式中 ‘是作用在质点 、上的约束反力 由 式可知
, 占矿妇 和 叙诀十儿 ,满足 相 同条

件 因此
,

对于一切非负整数 汤
,

都有
分

艺 习
‘

认““ 左
‘ , 一

因而
,

叉
‘ 、, ‘十‘ ’ 一 。

这表明
,

如果 在 友阶速度空间 〔刘是理想约束
,

则在 友十 寿阶速度空间也是理想约束

因此
,

当 式中的 及一 。时
,

对简单非完整系统 即完整系统和一阶线性非完整系

统 和一阶非线性非完整系统
,

以及二阶非完整系统都成立 此时
,

将
,

和 代

人
,

即得 原理
】

二

只、
,

、 矛一 一 一
。

爪
切
一。 。一 。,

艺
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这 表 明 原 理既适用于简单非完整系统和一阶非线性非完整系统
,

也适用于二阶

非完整系统 而且可作为推论由 导出 当 左为任何自然数时
,

对阶数不高于

友十 的非完整系统都成立

可表述为如下的变分原理 在系统 的符合约束 的一切可能运动中
,

在

主动力 只
,

⋯
,

几 作用下
,

由同一初始条件出发的实际运动
,

使函数 在 工
变

分意义下取驻定值 对 。 ,

为极小值 反之亦真

三
、

一般非完整系统的 型方程

由于约束方程 的独立性
,

式的系数矩阵
甲。

二 友,
的秩等于 所以可将

加 杆
,

⋯
,

叙少
幻 通过 。个独立变分 如

,

⋯
,

如戚 一 。 一 表示

。, ‘ , , 一 名 吞
,

肋
, 了 ,

⋯
, 。 ,

式中 ,
,

一般是 , , , 分 ,

⋯
, , ‘朴 的函数 于是由

,

得

口

·

名
,

国
, 口

石矽币 , 氏
,

如一
由 如

,

⋯
, 占刃 , 的独立性

,

以及
,

二式
,

得

客箭
一

小
”一 一

‘ , ”
‘ ·
” ,

’

这是关于 论的 。个方程和 个约束方程
,

以及 论和 寸的关系式
,

共 。
个常微

分方程
,

在足够的初值条件下
,

可求解 , 个未知函数 论
,

若 是一阶线性非完整的
,

即

礼垒艺
。刃乳 十 。价 一

,

⋯
,

其中 。
, 动 都是

,

的已知函数
,

则当取 中 , 十
, ,

一 , 。 , , , 。 沁 ,

便有

云 , 口

无 , 十 。

而 假
, ,

⋯
,

服 都是独立的 于是当取 助
,

方程

“ ,

⋯
占元 , 。

一

一 占元
, ,

⋯
,

时
,

变为

瓦 一
犷 ,

沙 一 ‘
,

“
’ ,

州

因此
,

可以说方程 是 方程在一般非完整系统上的推 “

方程 是简单非完整系统的动力学方程 是它们的组合 这表明
,

当简单非

完整系统 包括完整系统 增加约束时
,

其动力学方程可由未增加约束时的方程组合而成
。

组合方式决定于 ,
, ,

即决定于所增加约束的形式和独立变分 如 的取法

例如
,

设变分 衍 粉
,

⋯
,

衍梦 是独立的 不然可调换其下标序号
,

则当在 乃

式中取这些独立变分为 如
, ,

⋯
,

如 时
,

式右端的系数矩阵

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



力
·

学 年 第 卷

︸

一一
,口

其中 是 。阶单位阵
,

是一个 。阵 若将 的系数矩阵分为两块
,

即

⋯器卜
,,” , ” ,,

其中 是一个满秩的 阶方阵
,

则

一 一 。

以
。 ,

代表 的元素
,

方程 可改写为

鬓 客毅 几 一 尸
,

见 尸
, 。 。 , ,

四
、

它 方程的推广

为简单计
,

设约束是定常的
,

约束方程有如下形式
二黔

。

价 宁
, 丘 ,

⋯
, , 凌一‘ , 花, 一

,

⋯
, ,

即 , 怎走, , 一
,

⋯
,

, 二 , 一 是独立的 乏阶伪速度
, , 胃

。 “ 一
, 二

右端显含时间 , 时可作同样讨论 因而

是不独

立的 当约束方程

力习一内,、︺
矛‘、沙‘
、﹃了、了叮飞、

代人
,

得

北即
口 , 好 。

但由
,

有

一 尸
,

十 艺

占·

沈 一客器
占“走二

黯
一 “ , 二

爵
一 一

‘, ‘

”
· ‘ ,

夕岁盆 一旦业巴
口, 走 口兀 凌,

由 式
,

有

口 畏

口 ,念灸
十幻 全 , ,

认 一

艺‘兰肠 一
妄

客客
一

器
平一

器 叭
, ,

式中丁。是不考虑非完整约束 时
,

以广义速度表示的系统动能 以 全
。
记通过伪速度

表示的动能
,

即 全。
,

爹
,

动
,

因为是定常情况
, ,

二式没有非齐次项
,

和
, ,

且
。 , , ‘。

不显含 则有

必
,

。子
。

口成

会 客客器 口 ,
论

拉
。

·

丛瓶习﹃

代人
,

利用

© 1994-2008 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



第 期 薛问西 方程和 它 方程在一般非完整系统上的推广

口砰
。

口

。 , ,
一一沃一

即得
口 走

口 念左 ,
乙

,

了
。 ,

其中算符

几垒 三立 。

击 禹
、

月丁
艺 艺

,禹
口再

三指标符号

九
, ,

垒 艺 丝二

,

一 旦红、
。
附

, 卜 ,

, ‘ 一
,

⋯
, ,

又设系统的加速度能可分为两部分

一 。

其中 只含独立伪加速度 运
,

⋯
,

端 ‘ 只含不独立伪加速度 端
。 “ ,

⋯
,

于

是 便可写成如下简单形式

乙
,

全
。 口 走,

口, 轰凌
一 汀

, ,

⋯
,

式中

。 ,

一 尸
,

习
, 。 口沙

二 走,
’

方程 是系统 在约束 和条件 限制下的动力学方程 刀
,

是在被约束

的 互阶速度空间里对应于 武幻 的广义力 例如
,

若将 叙沪 称 为 系 统 主动 力沿 变 分
二沪 所决定的虚位移上的 伙 阶元功率

” ,

即

。
, 。二、》一 女 旦兰丝二

。, 、 女女 旦‘竺
一

处玉丛
竺。、

丁丁
一

武叱, 东二 丁泣戈
一

, 盆探
。 二 左,

见 只 。 含
, 李全,

,

式中

。 万盘会 旦二查二。
二 ,

— 闷 , 左
‘

子 冬,垒 习
走, 二脚

。

口,袋
。
口
· , 左,

占武走

占对告, 是不考虑约束
,

只考虑完整约束 也可以是一阶线性非完整约束
,

而由变分
古武妇 在 交阶速度空间决定的虚位移 占玛蛋, 是考虑了约束 后所增加的虚位移 部 分

其它 几
,

均可按此意义确定

如果 是一阶线性的
,

而且是以广义坐标给出的
,

即有如下形式

‘
十 。 一 习 、对

, “ 一
,

⋯
, ,

斗
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是 的函数 并假定条件 成立
,

则 式变为 己 方程

之

丛
汉 爹

, 泌 十
口

。
擎 一 。

,

全。
, 。。。 , , 一 ,

,

⋯
, ,

,

,

。 ,

式中
。是不考虑非完整约束 时

,

以广义速度表示的系统动能 是只含不独立的

广义加速度 礴。
,

⋯
,

几 一 的那部分加速度能
,

一
,

⋯
,

是

广义力 式右端有与 式相同的意义 动力学方程 是
,

己 于

年就简单非完整系统得到的 它兼有 方程和 方程二者的特点
,

对

有些问题可以使计算简化 见下面例题 本文得到的方程 是这组方程在一般非完

整系统上的推广 对于一阶非线性非完整系统和二阶非完整系统
,

方程 有与

相同的形式 例如
,

设约束方程是一阶非线性的

奋
。

一 爹, 叮 爹
,

⋯
, 。 ,

⋯
,

则约束加在加速度上的限制为

。, 。

见 夕彝业
。

,

口寸
,
不含 幸

,

的项
,

因此
,

。幸。
。

萝, 。

口凉
,

奋
,

在
,

的 二式中令 二
,

并代人
,

即得

斗

欲 篡
一

扮势
, 十 ·

黯
·

巡际一击

上式与 村 的差别仅在于
。。 ,

被
口梦二 、

。

口梦
,
所代替

当约束为二阶的
,

即

穿二
。

呀。 。 梦 夕
,

一
,

⋯
,

⋯
, 二 , 一

则在 约 式中只需将
口梦,

口学
,
代之以

夕, 。

夕
即可

, 。,

‘ 均有如前的意义

现在将刚体的 。广义进动条件作为非完整约束川
,

利用 推导其动力学方程

设角速度矢量 。在对固定点的三个主轴上的投影为
, , , ,

则 山 广义进 动 条 件

为
, ,

式中

两 一 沁 汁
, 宁,

一 几 , 叮, 种

又为一任意常数 以欧拉角表示上式
,

则有

杯
。 日一 诱欲 口 汤夕

,

诱
, 滋 一

这是一个二阶线性非完整约束 取
, ,

为伪速度

为
, , ,

则【, ,

几 诱
, ,夕 夕, 城 斗

设刚体对固定点的主惯性矩

一 工 左 , , 刀、“ , ,

艺
。

子
。 刀爹 注 一 户

,

艺, 全。 一 才户 一 穿

艺 矛。 一 , 一

「 , , , , 。 、 二

一 过 ,
一

‘ ‘ 又‘ 一 , , 叮尸
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才 一 梦 一 叮 , 不含 户
,

才
, , 的项

以 爹
, , 为独立的伪加速度

,

户为不独立的伪加速度
,

则有

户 , , 户 。 。 , ‘ 二 。 、

不丁丁 一 犷 丫
, 二厂

一

一
,

一 二丁 月 产 了 、七 一 , 沪兮
。

口罕 口广

因为约束 是二阶的
,

在 中可以取 及
,

因此
,

只要计算 即可 其中咀火

丛
梦

注户 一 召 , , 立
, 口

,

一 一
。

户

代人
,

得伪坐标形式的动力学方程
、

日口飞

,
门﹃一学 一 乡 一 叮

, 一 刀
,

其中
。
一 尸、 尸, 卫

, 刀
,

一

而
、、、,西才了八曰了上日 甲

, , 、 ,

, , , , , 。 甲 日

—乡
甲
日

甲 一 叙 甲

故有

‘, 口 一
含 一

·

月
,

一 ,

。 、 ,

。 夕
‘ 个 甘 口 、一

,

一
,
】

代人
,

化简得
, 一 才 一 宁 , ,

,必 日 理户户 ,爹 一 户宁沪 诱
。 泞

弓

方程 , ,

约束方程
,

和欧拉运动学方程
,

即
, ,

和 诱
,

中
,

峥之间的关系式
,

六个

方程构成求解
, , , ,

价
, 甲 ,

的封闭方程组 如果 。 , ,

与广义坐标无关
,

则由
,

斗 即司解出
, 宁,

弓 式和 所得到的方程完全相同
,

但在计算上要简单些
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