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流体在旋转圆盘上的流动
‘

陈文芳 蔡扶时 许元泽
北京大学力学系 中国科学院化学研究所

提要 本文研究 流体在旋转圆盘上的 涂 层流动特性
, 得到基本流动的速度分布

,

并且用
一

法进行数值计算
,

得到薄膜厚度随时间和流态参数的变化规律
,

还用能量

法检验了流动稳定性

关键词 二 流体 旋转涂层 润滑近似
一

法 能量法 稳定性

在一些生产部门中
,

需要在物体表面涂上一层或几层均匀的薄膜
,

常用的操作方法之

一是旋转涂层 这种涂层方法是先将所需的液体涂料涂布在一只静止或慢速旋转的圆盘

上
,

然后高速旋转这只圆盘
,

在离心力的作用下
,

一些涂料被甩掉
,

圆盘上只留下一薄层涂

料
,

经过蒸发 含有挥发性物质的涂料 或冷却 熔体涂料
,

最终在圆盘上形成均匀薄膜

计算机磁盘就是采用这种方法将磁粉涂料涂布在塑料或金属圆盘上的

在涂层中常常出现膜厚不均匀和不稳定等现象
,

要避免产生这种现象
,

需要弄清其产

生的原因
,

同时为了保证涂层质量和提高生产效率
,

需要得到膜厚与诸控制参量之间的

关系
,

因此从理论和实践两个方面去研究涂层过程的力学与物理特性是必要的
,

一些作

者 〔, 一 , ,从不 同角度研究过这类问题 本文与他们不同
,

选取 流体作为涂层流体
,

研

究其在旋转圆盘上的流动特性
,

忽略

力和空气摩阻的影响 另文讨论涂层流体的

表面张力和蒸发对流动特性的影响

一
、

基 本 方 程

如图 所示
,

取柱坐标系
, , ,

原

点 。在圆盘中心
, 宕 轴垂直于圆盘指向上方

假定速度分布为
, “ , , 日 一 , 。

, 。 。 一 。 ,

式中 。是圆盘的旋转角速度
,

它不依赖于 , 、

、 。 ,

但可以是时间 的函数

为量阶估计方便起见
,

将各量无量纲化

本文曾在第三届全国流体力学学术会议上宜读 , 后作修改 于 年 月 日收到
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万 一 “ 口

一
, 艺 万

, “ 二 石
一

, 。 下万万
“ 刀。 枯。 刀吞甘。

口
,夕一了玺

一︸
一夕

这里引进了特征速度 口。 和两个特征长度
。 和 可取最终的旋转角速度为 。。 ,

并且它

是 民大的
, “ 是圆盘的半径

, 。
是薄膜的初始厚度

,

一般 人。《 口 ,

则 。 为小量
,

闪而

可以应用润滑近似
,

有 。 “ 川
,

并且在 口方向是刚体旋转 从而可知流体在

旋转圆盘上的流劝等价于剪切流动与刚体旋转的叠加
,

且 式 中所有无量纲量都同阶
。

由 式与 式并考虑到流动的对称性
一

共 一 。
、

,

无量纲化的运动方程为
、

口沙

。

丝叮
‘

理舀
一

。

叮、一 酬 叫
“ 丫 名 」

口产 十 上 些二巴 生 旦兰生 工空些二工巡
刁万 乃。 牙 ‘ 于

。

。 厅口

口,
·

己

牙 牙

矛了、尸。
生
汤。 牙

丁 ,
一

考 ,

几口盖 口面

一牡 “

—十 面
才 于

鱼、
牙 」

口 , 一 , 、

— — —
, 尸

— —
、 护 , 、

—人。 口云 声 口矛
’ ‘ ’ 一 ‘ ’

八。
竺垫互

牙

式 中 是密度
, 户是压力

,

几。 是应力张量的物理分量
,

从本构方程可决定它们的量阶

连续性方程为

粤
一

具 尹“ 口石,

十

一牙

边界条件是

在圆盘上无滑移

牙一 厅 历 ,

石 开口

在自由表面上剪切应力为零
二 人

万 方 一 “ ” ,

妙 产
力

式 中 是时刻 多 的膜厚

选取 流体作为涂层流体的模型
,

其本构方程为

, , , , , , , , 闷 、 ,

甲
, 、

一 刀‘ 了犷
, ‘, ‘ , ,

舟 , 》 吕

, 二 ‘ 《二 言
” 一

”

斗

亏。

沁

式中 是应力张量
,

是一阶
一

张量
, ‘是屈服应力 常量

, , ‘

为常量
, , 二

有枯度的量纲
, 一 生 刃 是 的第二不变盆

二
、

基 本 流 动

式求得
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兰鲤互 丝 。

口矛
硷玉 鲤

‘ 岛
于

口。 云

孤一关

人。 。 口

‘ 口牙

一 , 一 二 一 。 。 口反 一
、 , 。 反

刊 见土导坝足 月 幻 彩 “ 。二丁 ,

升记 “ 二二
。

口公 君

因而本构方程 可写成下面的无量纲形式

。一 , 。一 婴、‘
,

曰 、

云

—
,

牙

式中 几 瑞 斌口。 , 云 灯 , 乌

引《 几

运动方程简化为
, 一 二 ,

口矛

一从 占才 二

—牙 ‘

式中 数 人。

乌肠

在边界条件 下求解方程
,

得到
云 斤口 石一 劝

由方程 和 式并利用边界条件 。 ,

可以得到

、了、声、,
‘

,,‘,,通‘几‘盖了、了吸了、
、一 砂 汤一 马 生 口斌奋弄雨 一 “ 一 秒 十 。。

式仅在 引
。
时有效 假定分界面方程为

玉 舀于

从 式可得

由于 占不能为负值
,

所以

爹一 石一
于口

季
,

蕊 矛《 几

蚕 石一 几 ‘护 , 笋夯 矛。

因此由 式给出的速度分布 云仅在 歹渗 三 》 区域有效
,

在 万 牙 歹区 域
云

, ,

一
、

一 一
, 、 、 ,

里
, 下二 , 百又县迷度万布力少万

“ 一 ‘敢 ‘一

影 音“ 了赢
。石一二

〕 一 砂 耐 ‘ 、 、

三
、

液层厚度 石的确定

由上面求得的速度分布 石 式与 式
,

可算出任意 于处圆周上单位长度的

径向流率
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宁一 ‘ ‘ 一 “ ‘ 十 “ ‘

牙口, 矛 十 二 几矛 一 工 牙
一 ,

式 一 生 。, 。 ,‘,万 ,

为求得液层厚度 万所满足的方程
,

我们将连续性方程 改写成

里三丝
口万

〔丝山冲

将 式代人 式
,

得到

丝 外 尸 十 币万一 丫藕
“矛二豁

互
一

砂 丫式而 厉
弓

工 叔 介动
一 ,

一 生 。矛 兰 口,

石
‘矛

令 、 一 夕
, 可将方程 写成两个等价的常微分方程组

而
, 几石一 万 仕

。二动
’ , ,

一哥户 明
‘“ 一

氛黝一 一 一 一 一 一 人
尤‘ 厂

云。左活

石一一

选取不同的初始液层厚度分布和
, 。

值
,

用
一

法求方程组 的 数 值

解
,

得到一系列结果 图
、

图 给 出 万随时间 , 和不同初始液层厚度分布变化的部分计

算结果

几了二,卜

⋯
注

六石认自八“︸

一一

二

二

而“

石。二
,

尸
。

而
‘

一
几一一 知

犷

四
、

流 动 稳 定 性

尹

一匀
。

认图

在木文第二部分中
,

我们已求得定常流动下的速度分布 云 ,

应用方程 可求得 面 ,

井

且 口 是常量
,

我们取它们为基本流动并用 召。表示之 为检验流动稳定性
,

在基本流动上
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益加一个小扰动流
,

它是空间位置 , , ,

和时间 , 的函数 这样
,

速度分布为

、,夕、少、尹、声、了、刀
于

,山,月,,‘,‘,‘,乙,‘了吸了性、了‘、了叮、‘、了吸、

, “ 人 云。 , , 日 , 口口。于口。 人。。。 , ,

。 二 一 留 一 丝 口。面。

丝 口。 ,

我们 只考虑线性稳定性
,

在下面的讨论中忽略 。 , , 和 , 的二阶以上的项

由 式可算出一阶
一

张量的分量为

、

“ ,, 一

竿 器
十

刹
,

, ‘ 一

竿 鲁
十

鲁
,

一 丝迢生
互

于 日

一 十 “。 ,

口。 卫巫
月妥

夭
州 ‘二

口。

卜黝
·

袭鲁
口牙

沙

。 而
。

甘

一
月 ,

于

竿 器
十

豁
一
韵

鲁
,

和

第二不变量
一

叫肇 肇划
由本构方程 及 式可算出应力分量为

之‘沪

,

了 , 一 ,

竿 鲁
十

器
,

一 ,

竿 誓
十

鲁
,

一 , 。

器 豁
,

了 一 鲍笋 器
、

,
, ,

岛

口。 口“ ,

—
不弓于二

“
势一 擎、
,

,

”口。

长任通

盆

式中 , 一 , 。 。“ , “‘ ,

将 式代人运动方程并保留主导项
,

可以得到
、,下少

,

,“·

豁
“ 。

器
一 ,“ 一 一 备

,

器
补 豁

十 “

二 。器
一
备

,

豁

一 口 口

牙

式 中 。 。
丝 ·‘脚

。

‘, ,
, ”一 , · ‘一

合器
一‘

器
’ ,

一器补 器
“一 , 一 “。考·

在线性近似下
,

仍可取 式为分界面方程

将 “ , , 表成

云 , , , 。

, 爪 , , 。

式中 为整数
, 口 价 城 从而方程 化为
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。 反,

凤反 一 口。石, 「
一 下二丁 刁

公
丛 一 口以 于

奋

、 云
少 石万 ,

口万

目

卫 了 。几 、

关 又刀 石盲少
·石 十 甜。石, 十 口。丽 一

注意式 中 叮是实数
, 而, ,

石 为复数

分别用 云
,

石 的共扼复数 衬 和 讨 乘以 式的第一
、

二式
,

并对 牙从 。到 雪积分
,

得到

、、少乙,‘‘

、
, 、

夕“· · 。 。。 ,

“· ·了。十 、水 。。
了。

一

《
十 ”。

、 和 、 一 。

粤
一反

司粤 攀 。

刃

‘弓尸卫‘

云, 莎护牙
口石 石梦
口牙 口牙

式中

而石犷牙

亡、产飞卫

后一 风而产牙 ,

了

将 的第一式两边取共扼后与 的第二式相加
,

得到

反
,

了吕十 此 十 代儿一 吕 十 。凤

一 ‘ 。

互
’

巫
’

、一 。 。 夕巫
’

不
‘

牙 牙
一 ’

牙

由于 式右边为实数
,

这就意味着 一 。及 ‘ 一
,

注意到 式
,

可知稳态的

对称扰动将引起不稳定

五
、

结 论

在木文三巾
,

我们已经看到
,

初始厚度分布的均匀性不是很重要的
,

即使初始厚度很

不均匀
,

经过旋转之后
,

其厚度将渐趋均匀 对于 流体
,

其他作者‘ 也得到类 似

结米 在本文四 中
,

我们发现
,

稳态的对称扰动将引起不稳定

在上面的分析中
,

我们忽略了 力的影响
,

但已经知道 力对这种流动

有稳定的效应 此外空气摩阻
、

表面张力和蒸发的影响虽然也重要
,

本文尚没考虑
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