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幂率流体圆管非定常流动的数值分析

陈 天 翔
中国科学院成都分院数理室

提要 本文讨论水平圆管中幂率流体的起动问题 用显式和隐式两种格式
,

我们得到了

间题的数值解并从而得到流动建立时间的近似公式
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计算流体力学

均匀水平圆管流动问题是一种最简单的流体力学问题
,

有着广泛的理论与实际意义
’

早在 年 尸就得到了牛顿流体起动问题的
一 。。 级数解

在工业生产中
,

高分子聚合物溶液
,

高浓度水煤浆等的力学本构关系可以用幂律模型
来描述

·

和 。〔 用预测一校正方法得到了幂律流体起动问题的数值解
,

然
、

而
,

并不象文献〔 中所说的
“对于 。 一 的情形

,

数值解与解析解符合得很好
,

误差小

于 并” 事实上
,

误差已达到 务

本文的目的是重新计算这些数值解 为慎重起见
,

本人用两种差分格式进行了数值

计算得到了同样的结果 这两种方法对于幂律流体其它问题的数值计算也是适用的

一
、

问题的提法及无 纲化

考虑直圆管内幂律流体在固定压力梯度下流动的建立 设圆管半径为
,

开始流体

是静止的
,

压力梯度一 川决 一 ‘
·

取柱坐标系如图 流体速度为 “
,

沿管轴方向
·

运动方程为

、,了、户,上会

,

口
下万一 了 宁 一 万

一 刀 灭一
口

压力梯度 一 之红
几

力

一

表观粘度

。为稠度系数
, 。 为流动行为指数

口“
”一‘

刀 一 万叮
口 ,

文献 指出
,

所有拟塑性流体 。 ,

在高切变率和低切变率时的粘度都是恒

定的 低切变率下的恒定粘度 , 。称为零剪粘度
,

它对于实际问题往往是重要的 本文采

用改进的幂率流体模型
,

表观粘度为

本文系周光阁编委推荐 于 年 月 日收到
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户川 几 之

”一‘

邢 石甲
, 时

。“ , 一‘ , ,

。
、

,

戈叨 丽
, ”。 、” 、 。。 ,

沪、、

︸刃

刀。 可以由实验测得 当 勺。 很大时改进模型与普通的幂率流体模型的差别就很小了

为叙述方便
,

在推导无量纲方程和差分方程时表观粘度仍采用 式
,

而在数值计

算时我们才重新考虑零剪粘度

代人 式可以得到定常解

一 一
, 、 , , , 二 , , , , 一 一一

, 口“

沉动泞以允万灰阴盯 月趋丁正不
,

达盯 万一 。

·, ,

卜
· ,

卜
一

帐“
‘

其中 “份 —
了 、斋

刀

斋 、
、 , 、

一一 。二 、 山 、 二 , 二
。 二 ,

‘
、

气二一一 直 习 〕经乏泛 ,丁们 口习耳丈了、
‘

巨
, 尔兀力已四」曰 竹刁 甘戈」二汀习戈愁之戈

艺力

将它

引人

无量纲参量

,

一 兰
,

‘

一 , 。

告
‘ ”

一 , ,一︸

运动方程可化为无量纲形式

, ,一口一口
‘

一月口
‘

, 了 八
”

「
、 ,

—
乙 呀— 卜 口 气 — —

口
”

初条件为 、
, ,

‘一

边界条件为
, ,

一去十
‘ 一

一 一
‘

二
,

定常态解为
,

一

丝器

奋

一
。 犯

二
、

的解析解

鳞勤了向巅 在
一

二 一 , 时的级数解

一 一 鑫
一

‘

瓮斋娜 “
打 ’

其中 又 为零阶贝塞尔函数 几 幻 的第 个零点
。
与 可由卞面幂级数求得

。
的 一 艺 一

“
‘

护
‘

斗,

,

二 、兰 令 一 产
、而 , —

一 ,

—
二或 , 阴 十

计算的结果见图

这些结果与文献 一 中的完全相同
,

与衷献 〔 中的图 相差甚远
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犷
万

﹄吕
户

户﹄

二

豪作
。

,

八么溉
。 、争吉报升护万罗

三
、

数值方法与结果讨论

控制容积法及显式格式求解

方程 的分母中含有
,

为了避开原点
,

我们沿管子径向划分 , 个区间
,

每

个区间长度为
,

于是有 一

一

取 旦 于是 十 衬
,

取张角为 的小控制面积 图 在控制容积内对方程 积分
·
滚 〔丝 一 生 丫 碑。一

岑 李 丝
”一 ’

丝 己。
, 刀 口

我们采用显式格式
,

只有 中含有新时刻的速度 设时间步长为
,

得到

工 卜 旦竺二卫全一 生 ,丫 一
。

鱼二卫巴
‘ 一‘

旦二立生、
刀 , ,

一 ,
, 一

“ 一‘

旦华丛、
令 点的径向坐标为

,

于是
。 , , 一 ,

, , , 二 一
, 令 左 三

声妇
。
最后得到差分方穆

, 、一 扩生 、
”

, 二土生
一

刀 一 十

。 一
”一 ,

五、

—
、二

一 一

初条件 计算开始时令

边界条件

在计算机程序中令

一 一

一
,

⋯“
‘

一

〔 一 一 石

‘,

必

一 一
, , 一 一 ,
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, , ”一 。 , ”一‘

—
,

一 一

于是差分方程 可写成
· ‘

卜 贵
‘
” · ‘ , 十

十

,

一

当 , 时
,

幂函数 砂一
‘

在 二 处是没有定义的 所以
,

在 , 一 时令
,

一 在 ” 时
,

由于
, 。

不能大于无量纲零剪粘度
,

于是有

一
‘·

会
”一‘ , ·

一
‘·

母
’一‘ ·

我们计算了幂律指数 , 等于
, ,

和 五种情况
,

所得的结果如图 一图

犷

一 一 片

汾
、飞卜认卜日﹄卜日月

匀

州月八曰

的。卜

卜二
·

乏 蓬

一一 陀二

稼歼 入
‘。 。

入
’ 。

饵川叫

旧沼

旨从卜己‘,‘

自

介

了乙

图
︵︸

可以看出
,

图 与图 符合得相当好 上面各图与文献 〔 的结果差别很大

显式格式 的稳定条件为
,

镇

当 ” 妻 时
,

这一条件是容易得到满足的 当
, 时

,

稳定条件 成为

一般说来 具有
,

的数量级 所以
,

为使 格 式 稳 定
,

就 必 须取很 小 的时 间 步
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长
,

从而使计算量增加很多
,

这时采用隐式格式则更为有利

乞 隐式格式求解

公 和 ,采用时间向后
、

空间中心差分的方法得到了方程 的隐式差分

一
, ,

一
,

,
, 一 。 , 一 二 ,

一 一 , ,

,
,

一 。 , ,

厂牛万、
,

,
,

一 二土生、
”

一 , 、
、 艺 十 、

。 , 一 望业过卫工二翌竺上二
”一‘

不带“ ”号的 为上一时刻的速度值 在 ” 和 ” 时
, ‘ 的表达式与第

—
””

一一 刀
。

夕

儿二

犷

浑认
。 义、

龟、

、

卜一
·

”

。

, ‘ , ,

卜 夕
一

‘以一 一卜占 一 一 一上二
一

图 图

—
即二

刀 一
卸二

一 一 刀二盛 、

、决众

扮

靴
·”力

召

’二

义、、八一、、、、、吞

举从协”引

。
‘

二下
。

,

几
。范

四

’

朴砚
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饭 一 一 巴
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图 图
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节中相同 初
、

边界条件同
,

预测一校正过程实际上是为解非线性代数方程组 而设计的一种迭代过程 文献

〔 〕采用牛顿流体的解作为新的时间开始时解的预测值
,

以此来计算表观粘度 实际的计

算表明
,

旧的时间步的解比牛顿流体的解更接近新时间步的解
,

用它作为预测值可以减少

迭代次数 我们用这方法计算了 。 等于
,

,
, 。 , , ,

和 七种情况
,

结果

如图 一图

结果讨论

在以上的计算中
,

我们所用的是时间向前和向后差分
,

空间中心差分
,

所以差分方

程 和 的截断误差为 。
,

尸 我们已经令 在 以上所 有计算中都有二尸︸

于是截断误差为 。 今 由于以上各算例中网格数
,

因此

一 粤 由此可得差分方程 与 的截断误差为 。 。。‘

斗

十

仔细比较两种不同的方法所得的结果图 一图 和图 一图 可以看出
,

它们之间

的差不超过截断误差 所以
,

本文提供的数据和图表是正确的

四
、

流动建立时间

从上节的图线可以明显地看出
,

对于同一时刻
,

较大的幂律指数 。 的速度分布曲

线更靠近定常态曲线 由此似乎可以得出结论
,

幂律指数大的流体可以更快地达到定常

状态 实际上这个结论是不对的
,

原因很简单
,

无量纲时间 中含有幂律指数 以及其

它参数
,

它并不能代表真正的流动发展时间 ,

为了求得流动建立所需的时间
, ,

我们定义流量 武 达到定常状态流量 宁。 的 多

的时刻为流动建立时间 即
, , ,

由变换 可 得 “ , ’ ,

, “ , , 二 其中 为无量纲流量

二 为定常态的无量纲流量

。 了 , 一
‘ 。

, 一 厂
。, 、 ‘。

于是有 孕 , 。 这说明
,

流动建立时间
,

也是无量纲流量 达到定

常态流量 多的时间

由 及上述 。 式可得

,
刀

一
汀

” 十

可以在求 的过程中用数值积分求得

表 列出流量达到 肠 , 一 ” 二 的时刻 几 一
,

这些数据对于实际应用

来说是方便的

无量纲流动建立时间
,

可以用下列公式来近似
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表 无 纲流动建立时间

。

比一 ⋯二二 ⋯二止
一

卜二二
·

“ ’
·

, ’
·

‘, 。
·

, , 。
·

,‘ 。

”

, ,

, 。

几 二
, ,

。 。 。 。

,

。

名‘

。

。

礴

。 。 。 。

。

,

。 。

,

。

,

。 。 。 。

︸,‘,,、,‘,︸︸

⋯

户、召,井」,

一 。
·

一 “
·

一 , ’
·

, ,

与表 的数据比较
,

误差小于 界 将上式转换成有量纲形式
,

可得流动建立时间

一 「
。 。 。 一

, , 、 。 ‘ 一
‘

才‘ ·

与 —
一 以 了 ‘ “ — 丁一一一一一一 , 代尸了二 子

尹、

—
一

刀 “ ,

。会

由上式可以看出
,

当稠度系数 。增加或管径减小或密度降低时
,

流动建立时间将缩

短
,

这是与人们的经验一致的 对于涨塑性流体 。 管子压力梯度增加会使 , 缩

短
,

而对于拟塑性流体 效果则相反 流动建立时间与幂律指数 。 的关系是复杂
的

,

而且受其它参数的影响 对于牛顿流体有
八 , ,

,

一
沙

流动建立时间与压力梯度无关
,

与运动粘度成反比
,

与管子截面积成正比
。
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