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给‘
一

了对砰柱与‘卜”“‘的粤
‘临

一
、

引
,

涉及重特征值的最优结构设计问题近年来受到了广泛卵
叭

一

对这类问题的最优化必要条

件曾作过仔细的研究
,

准则法和数学规划法都曾用来求解具有匕重失稳模式和振型的各种结
构的最优材料分布

。

特征值的敏度分析是这些研究的核心
。 一

已经指出 过
, 早期丈献

〔‘ , 中给

出的特征值对设计变 量的一阶敏度公式只能适 用 于
、

单特征值
‘ ”

。

如果在当前设计点要考虑

的特征值是重特征值
,

则只有采用和设计增量对应的一对极限向量
〔” , 才能 仍然 按照常用

公式计算一阶敏度
。

一

二 本文将文献 〔
、

互的研究加以推广
,

利用瑞雷商驻值原理导出了用极限向量表示的重特

征值的二阶敏度表达式
,

利用这些表达式可以构造序列二次规划有效地求解涉及重特征值的
最优结构设计问题

。

对于两端受到集中力的柱
,

对称或者非对称的麦承条禅
,

,

给田寸使临界
力最大的最优设计 , 显示了本算法较已有算法为优

。 一

二
、
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耳万 井久‘刀愿录

将 式两端对设计变量 勺 求导可得
·

零仁欠
, 一

嘴
一

翼共 ,尊止抽
, 、‘通鱼二 , 入 , 时

‘

口勺
一

口咐
,

刀勺
一

口 一
』丝止之
。众 , 争

在该式两侧前乘

价
一

抓
,

一 一

万可叮

于并利用 式可导出
’ 一

工 广 , 二
一 。

, , , 扮 对
一

, 飞
飞于丽不下 ’

而厂刃
一 ”‘匆丽万“ 少

一厂
一

‘

已 ,

一 汉

林 叹
通

饰俞学瓷杯学基金资助的评题
一翁 一



该式是常角的特征值一阶敏度表达式
。

为了求得特征向量的敏度
,

设

式中 、蕊黯
币

, , ,

将 代入

可得

⋯ ,

丸一设计向量 马处问题 钾 的全部特征向氢,

并在两侧前乘特征向僵 乳 然后 用振型应满足的正交归一化条件
,

“爵
‘了 刀‘才一
够漂

‘ 城耐奇
鸟 ,

由此

, 二〔荟一一一生一一一 刃
一 人 ,

盆 、,

一 , 一气亡‘汗份一一 遨
’

,
斗了

上面提到的正交归一化条件为

盯衬 二 , , 盯
‘ 沁乙‘ ,

式中 各,

— 符号
。

对于 ‘
,

应利用归一化条件

灯甘 ,
来推导 , 的公式

。

将 的两侧对 勺 求导可得

“才 ,了
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,
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为了求得特征值的二阶敏度表达式
,

将 式求导并注意利用式 可得
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,
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,
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确定的式子
,

因而这个推导是不合法的
,

式也不适用于重特征值问题
。

下面将基于瑞

雷商驻值原理给出敏度表达式的另一推导方法
,

它避免了以上的非法运算
。

三
、

基于瑞雷商的敏度分析推导

瑞雷商原理指出
,

在设计 “ 十 △ 处的特征值为下列驻值问题的解

求
, ·

△

, 卜 万 十 △哟 二

因为在设计 处求得的与特征值 入
, 入 , 一 , 入 , ,

相应 的 特征向量
, , ⋯

成一个完备的空间
,

所以在设计 “ 十 △“ 处的特征向量 可展成

, 。 ,

张

‘

、、产、,沙、了、,产尸八叮,,,产、尹、、
︸、了、

又

一
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, ,
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利用 式时颧 成为

求
, , ⋯ ,
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了。

乏
‘ ,心
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召柯
·习︺
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·

另
。 》十 了 ‘

甲召卜甲召

式中 于△ 。 。
亏△赫

,

△ △“ 一 一 , △对 对 △ 一赦

为了求解 可构造拉格朗日函数
月

一 芝入
, 。卜 叉叉

。
,

, 一次
。、

一 二 扮
、

, 二

它的驻值条件为

。 , 。。 , ,另柯勺召加

一

歌
一 一‘ ,

另二
,一 一
召二

一 一 。

几
’

月旧

“ 一

在它的两侧前乘 , ,

再从 到 对 求和
, 可证明

了、

林

符号
, ‘ 。表示该量是在 设计

矩阵形式

厂入 一 一入 一

十吞

“ △ 处的 , 以下如不引起混乱将 省略
。

条件 可写成

、刃了,孟自
矛了、

‘、二、
廿

甘︸日︸
。。子才、胜、

一一

、、、了一入几

凡 一 入几 入 乓 一入 几
一 入 。 一入 。 ‘

。

一入
俘

。 入 。

⋯入 ‘久 。 。
”

注意到 一入 是和 △ 同阶小量
,

定义小量
‘一 “ 一 一入 ‘

将简化以下的叙述
。

特征值 入是下列行列式为零时的根

一 肠 一



入 一 入十 ￡‘

从 入’一

⋯三
叮展斤 入 为

,

,

了一 入十 。。

名

利用克菜姆法则
,

入 一

一

门一 月

‘入‘ 一 入 ·‘ , 一乞另
套一 二 山

。圣, 入, 一 入
一 一 。。 、

一

心户
君下

其中 ￡扮 为和 “为同级的小量
,

为了求出 的近似根
,

下面分成四种来情况讨论
。

情形 若所求的特征值靠近问题 的某一单根 入。
,

则 含 中第一式丙和
。‘ 同

阶的量
,

准确到一阶小量
,

入 生 认 一 入十 。

有
·

阔

其根为 入‘ 入 一 久 。

利用 △‘ 和 △对 的泰勒展式

石

△
一

另票一
,

音另乞
, 苦 二

听口 ,

“ , 斗一

军召扭邢甲召仁
△对 勺 赦

,

右
声

石三丁一 。 十了
一

付
“对 ,

一

十
·

,’

式中 。为设计向量 的维数 , 将 代入 且作一阶近似
,

得到

△入一 入一 、。一 从一 、, 。 一乞’漂一
、钾
嗜票一卜、

二

将 与 式对比可见两者给出相同结果
。

情形 考虑二阶敏度的推导
,

约定所求的特征根靠近 几
, 久。为问题

注意 式的第二项中凡包含 入、一 入十 。 砂 的项是比 。卜高级的小量
,

入 的近似值

的单重根
。

舍去它们就得到

入 入‘一 入 。“ 一

二

特征值应满足的方程可近似为

入 一 入

司叼

习

,,月卜口几行毛匕日卜

几」
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一
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’
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,
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将 肋
, 。及 。习 等的表达式代入

,

并截断到 的二阶项
,

入的近似根
。

以靠近 入 的根为例
,

它和 入 之差可写成

可得到用特征 向暴 , 表示的

△入
一 ,

会
沙鲁

“ , 十

多另扣托蓄斋
二 二

肚 、。
,

一 人

—
入 , 口 ‘

介

、 、县些
, ,

, 认 乏另
二 几二

不逻竺
‘ ,

刃
釜

“ · , 二刃‘介几
人

口口 刀口

十

另乞另
创竺 一 、 旦塑

一

、
。

不巡
一 一 入

、

旦丝一、
。

‘

、
‘

了 , ” ’

介
‘

户 ,

入 一 入,

,

介一 夕二 ,

将 与 作一比较可见这儿给出的二阶敏度表达式和用常用方法导出的是一致的
。

情形 设所求的特征值是靠近二重特征值 入 和 入 入 入 的根
。

此时 的第一
月

项是和 △
,
同 阶 的

,

第二项中只有姑 入、一 入十 。 是和 △。 “ 同阶的
,

其余和 △
花二

同阶
。

保留和 △川 同阶的项可得特征值满足的方程近似为
入 一 入 入 一 入 。, 一 。, ,

如果采用此式求靠近 入 的两个根时可 以 发现得到的 △入的一阶近似不能表示成微分形式
,

即不能表示成自变量的微分 和常数 不依赖于 的乘积
,

这就是重特征值不可微的

特性
。

但是如果选择 和 使得

伙 △‘一 入 △肚

或近似为 加普
一‘

票〕
州 , 一 ”

二

则 成为 入 一 入十“ 入 一 入 匀 ,

在准确到一阶小量的条件下可求 得靠近 入 的

两个根

入, 一 入

妙 爵
一 ‘

普卜 ,

‘”一‘

翼
‘

《釜
一‘

普卜
它们和 具有相同的形式

, 但使用时有重要差别
,

对 给 定 的 一组设计变量增量
,

⋯ ,

计算重特征值的一阶敏度时必须先求出满足条件 的一 对 极限向爱 和
,

才能利用它们按 式计算敏度
。

情形 考虑二重特征的二阶敏度
。

如 果 巳 经 选择了满足条件 的一对特征向量

和
,

则保留到三阶小量就得到 入 的如下近似

一‘ 一

补
一‘

一迄
·

啥一兵峨
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入 可近似为

入
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如果 。,‘姜 。 且所寻求的特征值 靠近 入
, 十 , 一 入 ,

则 入
, 一久 几 ,为 。 么州 而

入 , 一 入 。 为 。 么。
,

所以与前而各项比较最后一项是高阶 量
,

可予舍翻 得到在准确
到二阶小量的条件下靠近 入 十

, 一 入 ,讯
, 的根满足

口

入 一 入十 。”一

乞
二

。杏
入 一 入 ￡子

它和 的唯一差别是求和号中的下标 从 开始
。

回到 式
几

,

则该式最后一项的最内

层对 求和应当从 开始
,

换句话说
,

在常用 的 二 阶敏度公式 钓 中应舍弃分母为零的

项
,

当然仍注意 和 应满足条件
。

一
⑧如果 几

, 鲡
,

则 式的最后一项也是二阶 小 量
,

在准确到一阶小息豹条件下靠

近 机 的特征值仍为重根
,

准确到二阶时它应满足

入 一 入斗
一

勺一炭
归
入 一 入十勺 子

, ,

〕
了一

回到 式
,

当前者取值为 叭 的特征值之一的二阶敏度为

入
, 、 , “ , 么对 飞。

, 、 , , 入对 , 、 , 赦 ,
一一 一一 一 八飞刃

—
,

砚一 一一 一 八
一一 气 , 一 一 八 十 乙八 人 、

—
人 八 ’一布一 八

口。 ,
一

气 口 口
一

口 了口 笋
一

口仪
一

口任

一 丁立丝 不旦笙 一 不巡 不芭
“

‘ 一 ‘ 一

口

遇一
一

、六。 义釜
一 入

碧
‘ 不十 百,

嚼
一‘

普卜小
矛‘

二重特征值中的另一个的二阶敏度也可用 ” 式计算
,

只要将前四 凑 中的特征向最 笑 换

成
。

四
、

序列二次规划法

相当数量的寻求特征值最大的最优结钩设示十问题涉及重模式设计
,

即最优结构具有多重

模式特征值
。

以常用的敏度分析公式为基础的数值算法很难用来求出这种设计
,

特别在迭代
过程中求得的当丽设计已经是重模式设计时

,

由于没有选择正确的特征向量来计算敏度
, 迭

代记录会出现摆动
。

上面给出的敏度分析 公 式 为 较好的算法提供了一个基础
。

力了确定起

见
,

我们来考虑下列优化问题

求设计变量 ’

入 几

·

夕 “ , · , , ⋯

其中 入 是问题 的最小特征值
。

为了简单起见
,

假定已经采用现存的某一算法求出了一个设 计 “俩
,

上标 益表示这是第

‘次迭代的结果
。

为了使得下一轮迭代求得的设计 “ 十 △“ 具有更高的最小 特 证值 入
, ,

则
当 “认 , 是单模式设计时求解下列二次规划

求 △“

△入



·

夕 ‘介 “ 劫 △“ 镇 。
,

一
, , ⋯ ,

·

其中 △入 , 由 式给出
,

但需要将 记号作更动为 △
, 习 认 是约束函数

在设计 “《 处的梯度
。

当 哟 是二重模式设计时
,

则求解下列二次规划

习之 △“

△入

‘于
釜一尝一鬓

, ‘百需一尝一
爵
一‘

黝
“ · , 一“

勺召娜刃召

夕 , 仪 那 犷 夕 △ , 一 , , ⋯ ,

其中 △入 中的二阶偏导采甩 式
。

由 或 求得 △。后便可令 ”一 种 十 △“

重复上列过程
,

即重复地执行一系列的二次规划直到满足某种收敛准则为止
。

上面给出的 赶
、

的目标函数中亦可将二次项去掉
,

只保留线性项
,

这就得了

序列线性规划算法
。

无论是序列二次规划还是序列线性规划
,

均可采用运动极限或进行粗糙

一维搜索
‘ 〕来控制设计的修改量

, 以保证迭代历史的稳定上升
。

需要指出的是
,

有的文献中 〔’〕
,

考虑到重特征值 的 不可微特征
,

在传统的特征值优化

向题的迭代算法中
,

增加了一个内循环
,

用来确定 和设计变量增量 八“ 相应的特征向量

和
, 以满足条件

,

这就使得算法变得十分复杂
,

造成计算上的困难
。

本文建议的

序列规划法并不需要这种内循环
。

容易证明
,

如 果 对 于任意的 一对 满足 一正交
、

归一化

要求的特征向量 和
,

求得的设计增量 △ 满足 和 两式
,

则可以采用任

意一个归一化的特征向量 按 计算特征值的一阶增量
,

而 无 需 另行寻求和 △‘ 相应

的特征向量
。

事实上
,

设和 △ 相应的极限向量为
么

则利用
,

可以证明

乏 鲁
一 入

尝
, △ , 一

万 豁
一‘

尝
, △ ,

’ 夕 ’

这一事实可以说成在设计空间中沿着重模式设计的子空间
,

传统的一阶敏度计算公式

恢复了其正确性与特征向量的选择无关
。

看来 正 是由于这一特点
,

的迭代格式仍然

给出了正确的结果
〔 ’。

数值试验已经证明了上列算法的有效性

五
、

对称与非对称柱的数值结果

考虑两端受到集中力 尸 的柱的稳 定 性
。

约定柱的材料体积 犷 已经给定
,

要求确定沿柱

长的断面积分布以使失稳临和
一

严尽可锥攀琳
一

李下列甘算申认为柱的横断面为矩形
, 它

的宽度 巳给定
,

可变
,

取作设计变量
,

只考虑沿高度方向的失稳 宽度方向可认为有足

够的横向支承防止其横向失稳
。

考 虑了两 种端部条件 夹住端一夹住端 , 两端均不允许转

一 一



动
,

但支承在弹簧刚度分别为 和 掩。的两个线性 弹 簧上
,

当气午左 时
,

这个柱是非对称

支承的
。

采用有限元法求解这个问题时
,

对 阵与设计变量无关
,

阵由单元刚度阵 了 迭加而成 ,

‘人

其中 ‘ 为与 ‘ 无关的比刚度阵
,

指第 ‘个单元的量
。

以 前 给出的敏度表达式可以进一

步具体化
。

按上面的方法进行数值计算时发现
,

特征 值 的 二 阶敏度组成的海森阵不一定正

定 , 采用通常的三次规划求解器求解
、

遇到困难
。

我们在目标项上增加阻尼阵
,

其中 为一个适当大的数
, ‘

随迭代进展而减小
,

为 。 二 阶单位阵 在求解
、

得到 △。 后将它看作给出了一个 搜 索 方向
,

改进的设计 。几
十‘是由沿 △。作一维搜索

而求得的
。

在 一 机上编制了 列算法的程序
,

由于计算机的条件
,

将全柱分割为 个单元
,

在

柱长专及晋处局部者。力
日密

,

对非对称支承的柱
,

单元划分也是不对称的
。

在两端夹住柱的情况

下 ,
计算中并未强加对称性条件

,

但采用下列算法时
,

迭代得到的设计始终是对称的 在两种

⋯瘾鑫巍级
。

公

最全气试

羹夔盗夔
两端弹性支柱的最大临界力设计

,

二功加
, , 二拍母

,

其它数据同图 卜 迭代
图戈

图 两端夹住住的最大临界力设计 叨
二

,

犷
,

二 皿
,

次大特征值为 月 “
几 二 公 孟

, 月

支承条件下
,

柱的失稳临界力随迭代进展

而稳定上升
,

没有遇到文献 〔 〕中报导

的困难
,

只是在当第一特征值与第二特征

值相遇后
,

迭代进展很缓慢
。

鉴于这样的

计算暂时局限于专题讨论
,

本文未仔细研

究提高效率的途径
。

图 和 给出了计算的两个结果
。

在

两端夹住时
,

半段柱的断面积分布对柱长

处不对称
,

这是和单模式设计的明显

差别
。

图 给出的为非对称设计
,

图 为其

迭代历史
。

值得一提
,

文献中迄今未见非

最终结果
,

浇 , 肚匆 练 鑫产欲朱 委翎翻
单元分割不对称

的
儿 二 加

‘。。 。
·

“” , 工

产 又‘
,

工味

耘 , 碗氏 娜

侧、成娜
、 洲

鉴牛令
,

拼 澳 拐 幼 容 穿飞犷玄 抽

图 图 所示例题的临界力迭代记录

横坐标为迭代次数
,

纵坐标为临界力

对称结构的重模式设计
,

本文的算法与结构的对称性无关
,

显示了其优越往
。

六
、

推广到多睡桩式最优设计
设当前设计 。俩 是 , 。 重设计

, 要求新设计 。‘种 △。 在一阶近似范围内 仍是 、 重模

一 一



式设计
,

特征值的二阶敏度公式将为

入 , 。一 少 一另 另
。 , , ‘ , 一‘ ,

” ,

这里特征向量和设计的修改量应满足
一 , , ⋯ , 。一 二 , ⋯ ,

￡一 ”二 “
‘

￡ ”

将 处理作约束条件
,

处理作目标函数便可建立求 △“ 的二次规划问题
。

七
、

结 束 语

上面针对有限维空间
,

利用瑞雷商驻值原理推导了重特征值的二阶敏度公式
,

设计变量

与结构自由度数均是有限个数
。

但是
,

这里给出的基本思想可运用到设计变量或结构自由度

数无限多的分布参数结构优化问题中去
。

按上面算法给出的柱的设计是否是全局最优设计
,

尚需进一步的数值试验

,
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