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提要 本文研究了在各种边界条件下
,

在任意分布荷载作用下
,

在体积给定并

受有儿何约束的条件下
,

圆环形弹性实心薄板的最小柔顺度 最大刚度 的优化设

计问题
。

利用叶开沉在 年得出的阶梯折算法 〔
‘怡 ,

得到了目标函数关于设计变

量的显式表示
。

导出了新的优化准则
,

将问题归结为一个传统的非线性规划问题
。

实例计算表明
,

我们的方法比之过去的方法具有简便
、

精确和普适的优点
。

引 言

弹性连续体的最优设计问题 日益引起人们广泛的注意
,

已成为近代优化的重要课题之一

在这一领城中
,

关于弹性薄板的最优设计是近十年来兴起的研究课题
。

尽管在这一方

而的义献与日俱增
,

但仍有一些问题需要加以进一步探讨
,声

。

优化计算的方法也需要进一

步发展
。

弹性薄板最优设计问题之一是 在给定材料体积及中面形状已知的条件下
,

寻求使

板的柔顺度最小的板的厚度分布 〔
‘洲

。

在该问题中
,

设计变量是板的厚度分布函数
, 目标函

数是板的柔顺度
。

对于这类问题
,

通常的方法是由变分原理出发
,

导出优化准则 扔、 长照这
一准则所导出的最优厚度分布函数听满足的方程相当复杂

,

无法解析解出
,

只能以有限元方

法来离散
, 以各个等厚度单元来近似厚度分布函数

,

然后以有限元求得的近似数值解来满足

准则方程
。

由于不能给出目标函数关于设计变量 各单元厚度 的显式表示
,

因而给优化计

算带来了困难
,

增加了工作量
,

且易引起计算的累积误差 仁
‘ , 。

我们将采用文 〔 〕所给出的阶梯折算法
,

给出一种新的优化计算方法
。

本文处理厚度

以轴对称形式变化的环形板
,

以阶梯函数来逼近最优厚度分布函数
,

给出目标函数关于设计

变量的显式表示
。

这一表示在离散化的条件下是精确满足弹性薄板理论的
。

它适用于任意的

边界条件和任意的分布荷载作用
。

导出了新的优化准则
,

使间题归结为一阶导数已知 需要

的话
,

亦
一

可给出更高阶导数 的无约束非线性规划问题
,

并为全局解的存在性的讨论提供了

一种新的讨论途径
。

基 本 方 棍

我们考虑内半径为
,

外半径为 。 的圆环形弹性薄板
。

板由各向同性
, 均匀的材料所构

一



成
,

材料的弹性模量为战 泊松比为
、 。 取圆环的中心为极坐标原点

。

我们只研究板的厚度

依赖于 的情况
,

即板的厚度分布函数为 。 的情况
。

作用在板上的任意的横

向分布荷载为
, 。

我们的问题是 在给定的体积条件

丁 一 于
尸 。

以及厚度限制
一

, , 簇 《 ,

下
,

寻求最优的厚度分布函数
,

使目标函数 柔顺度

么

中 一
’

班
, ,

取最小值
。

式中的 砰
,

为荷载
,

的 作用下板的挠度
。

首先
,

将荷载展成关于 的 级数

。‘
,

”,一 。。 , 艺〔
。, ‘ ,一 “ 。 ‘ , · , ‘ 的

相应的板的挠度 评
,

的 可表为
侣

碑 匆

〔尸 , 甲成 们的

房越

如在 中只取有限的 项
,

则 亦只须取相应的有限的 项
。

把 仅 取有限项的

和 代入
,

并士
·

及 级数的正交性
,

我们有

〔中 中 。 〕

式中

、

中 。一 · 。。 · ,研
。‘· , · ”

中

一
、。 , , ‘· ,

虱一玉
。 · ,命二‘· , ·“· ” ‘沉一 ‘

,

为利用文 〔 〕的阶梯折算法
,

我们将圆环形板用 十 个圆周分

割成 个同心圆环
,

见图
。

这 ”卡 个 圆 周 的 半 径 分 别 为

如
,

乙 , 一如
,
一

,

其甲 邑
。一 ,

毛
。 , , 。

根据文 〔
一

〕
,

假定这 十

个同心圆环中的每一 个都 是 等 厚 度

的 , 亦 即
,

我 们 用 阶 梯函数来代

替厚度 分 布 函 数
。

于是
,

第 ‘

个圆环的厚度为 ‘ 邑‘镇 之‘
, ,

七司

图 东 林形板的离欲化

一 妈一



’一 。
, , ⋯

。

对应于此厚度
,

相应的刚度 ‘ 二 码
一 之

艺一 ,

引入无量纲参数 日, 二邑, ‘ , ,
⋯

, ,

此时内边为 日
。二 ,

在这个情况下
,

约束条件 可写成

, ⋯ , ” ‘

外边为 巨针 二
。

乞
丈 。,一 。, “, 一 一 。 “

·

二

式中
。

为给定体积 厂
。
所对应的等厚度板的厚度

。

显然
,

它是给定的常数
。

上式可化为
门

艺
二

式中 娜 一 , , ,
⋯

乙育
一‘产 日‘ 产一日奋 干日艺一 一

厅 扁
一 么

同样
,

约束条件 可化为

己二 ,几簇乙穿簇乙, 二

。 ,头二 。 , “ , 乙 二 人 二 ,兔 “

其次
,

把荷载 二 或了 。
, 口。 无量纲化

,

令

这里

式中

尸 二

一蜘黔 或 尸 , ,

卜‘今汁些里

尸。 戈 五安吐
仍
一 , ,

⋯ ,

一

引入无量纲的径向弯矩
,

反力

义 少
一

。

, 厂 劣
厂厂

·

之 ,

式中 少 是荷载为 衫 或 了 , 时板的径向弯矩
, 厂歌 为相应的反力

。

则无量

纲的挠度 万孟 运, 业之
一

‘或 、扒
二

、

梦 , 按文 〔‘ 〕石丁表为

不 盖 矛厂孟 日
。
砰从

产

日
。 , ,

一

寺
一

二 日
。 。 二

斗 厂二 。

凡 。 十凡二 二 。 , , ⋯ , 少

式中 仔 益 日。
,

砰盖
‘

日
。 ,

日
。 , 厂二 日。 分别为无量纲化的 , 在环形板内边二 二日。处

的挠度
、

转角
、

弯矩
、

反力
,

它们由板的边界条件所确定
。

例如 对夹支边有牢粼日
。

二附澎 日
。 一 。, 对简支边有砰副

。

汀。 日
。 一 , 对悬空边有 。 队 犷。 日

。 二

在 式中的 , 。 二 , , ,

都是坐标
、

参数 日‘
、

乙畜和 。 二 的函数
,
关于

它们的具体表示式可参看文献 〔 〕
,

在特殊情况下的表示式
,

参见本文 式
。

需要指

出的是
,

解 对于逐圈等厚度的环形板而言是精确成立的
。

将 代入 或
,

有

, 。一 · 。 。‘二 ,二 ’不 ‘· ’““·



、、了了
‘

, 二一了
。“ , 二 ,二

“”
‘

“‘“ ’‘“

或 币。一 二
‘

了 , 。二 。 二 二 、二 , 一 , ,

⋯
,

万

‘ 尹。

由于 式是 砰益关于 乃益 ’二 。
, , ⋯ ,

的显式表示
,

所以由 或 即可

得出目标函数 中 关于设计变量 鲜 的显式表示
,

即

, 一 , 。 “
, “ , 、二“ 艺〔中

, “ ,“ ,

一“ 虱 “
,“ ,

一“ 〕

中 言, 了
, 乙益

于是 , 最优设计问题归结为 。 个设计变量乙
, 各 , ⋯ ,

必 的非线性规划问题

、了

约束

小 言
,各宝

, ⋯ ,各几
各 一。 各‘ 乙益
月

另各 广
’, ‘日‘

·

产一日, , 日,一‘一“

由于约束是等式的
,

引入拉格郎日乘子
,

则 丈 将归结为一个无约束的非线性规划问题

各盖一
。成乙穿

。 ‘

〔艺
“ 一 ” 。了。一 。, 。,一 〕

则优化准则为

中
一 二石刃 二一 二
万

二

“ 一 ”
’‘” ” ’”’

八
一一

予士一
、

人沙一

由于 中 已表成显式表示
,

因而 中的导数是可以求得的
。

于是
,

可利用导数可求

的非线性规划方法求解
,

或用解非线性代数方程组 的方法求解最优化解
。

且问

题的全局解存在与否将归结为方程组 的解的唯一性的讨论
。

计 算 方 法

为了
忙

说明我们的方法
,

现以内外边夹支的圆环形薄板
,

在均布荷载
。

给出具体的计算公式和方法
。

根据夹支边的条件
,

有
否 日

。 ,

砰言
‘

日
。

于是 式为

砰言
。

日
。

凡。 犷 。 日
。 知 。

由文 〔 〕
,

式中

作用下问题为例
,

, 训 凡
。‘· ,一告〔日,‘·会一

’

日,〕
”‘

洛
‘一日,‘

。

“ ,’〔日,‘·言一
’ ”

·

日,〕
一 一



厂 、 戈 今
一 。 一 一 、 , ,‘·

俐
、

卜

喜一
日‘

”

〔
· ’一日,一‘·

一

日, ,‘·

奇〕
‘色,一“ ,一 ,

十

音矛
一日亡少

。

‘劣吵
‘·

食一
恋一日,〕

凡‘ ,一

会 〔
一

万
一

日 一

音。
一 , 。,·

’
旦“,‘·

会〕
“

十

争
一日宕

。

〔子
一‘ 日卜日, ,· 十日‘备日’

一 日,

一‘ 日
’
日”日,一日, , ,一会〕

‘各,一乙 ,一 ,

这里

, 一日, 。
日‘

火 日‘

,产目己,日、卜
‘

曰

﹃‘￡
,。一〔

了。“ ,脚小
一

〔
‘ 。乙 , 乙 一己

一

十

一

艺,胆
‘ ,

〕、
‘

份
、

, 一〔
尸了。乙 十分

, , 。,一 。一
一

、

分胭
‘ ,

〕‘
艺

二 , 二

从 八
,

甲 二 几飞、一 一 , 又
、

, ⋯ ,

而

入
,

月 , 一址
圣
一卜 入工盯
日番

毕一节汗
一

冲
, ‘一念

了、、氏一丙一一户‘‘了二

凡 , 一 。, 一 。

小
, 、

一

日’货旦
一

日,入 ‘·

缸
‘一 , ,

⋯
, ”

, , ⋯ ,

入 , 一 一 入 一 十

而式 中的 。 日。 和 厂
。

日。 由环形板的外边的边界条件所确定
。

在外边 , 戈 一 即

上
,

由夹支条件
,

得

牙 言 环 吉
,

一



为简单计
,

我们令
。
日
。 。材 口 犷。 、 二 。厂 日

。

则由
,

和 ,
一

可得 日
。 , 犷 日油 满足的方程

,

声 户歼 研
。 ‘ 仇、

甸对 仔
。

介伽以日
。 ‘甄

。 一 二介“ 十乏乙
‘ 舒

立, 扛了’

、
另与 、卜另,’哟
才二

‘了却一 另玖
‘”

二

甲召询
任 井

赴 伪 , 沪忿
‘二

‘、

界子时工咖 钊擎
‘各

界军白
一

月

勺 气

山‘留 , 奋 亡即
二

,‘ 护

玖‘一

如
一。卜恤午

十 。 ·。一。‘

树
‘

与一暇 一曲 载 一铆 “ 日, 〕
一 ”,〔
‘·

争
一日,“‘·”‘

,

日, , ·”才〕
’邓羚 一钟阳

·

, 。

, 犷 、‘

行
冷 日一 一日孚

一 。‘ 一 。,一 。

奥兰
、 尸

, , 一

合
‘”,一

与 一抓晰汽
一出秒照脚

”‘

砷月
一

到 瓮卜
‘一 。‘,

‘

,’妙
将 代入

, 可得相应的目标函数 中
。
的表示式

,

一 岛一



闷尸厂
户七

中 。
“

一 。

邝 几

日
。 叼 ,

、 。

幻
了摘 中

“ 乙卜 之
了二

‘ 子‘ 甜〕〕

一

、
。

「
中 声 乏甄 ,叼、教卜

纽艺己 一

沙洲, 冶

式中

中 ‘ 一粤解 一盯 、 日
‘泛一盯

一
卜 叩 日

, 一 日,粼邓
‘ , 一 乌业

卜

件

、
、 , , 一 ,

日‘城一盯 十匹早
‘

一队
十

任

斟
食

, 一尽备

一日
日‘

日
活日番 日‘一 、二唠

‘ , 十牡, ’髻
‘ , ,一田 日‘

、 。 , 。 , 二 ‘ 、

甲盔 了 , 十 、 一 少 一 , , ⋯ , 耸

式中的 犷 队 , 氏 由 确定
。

从而
,

在均布荷戴作用下
,

环形板的柔顺度

被表成了各圈刚度与等厚度板的刚度的反比 时 的湿式
。

在 储时 申的 中
,‘ ,

电‘
, 巾 , ‘ ,

在

中的 犷】‘
, ‘ , ‘ , ‘ , 犷, ‘ , 。‘ ,

在 中的 , , ‘ , ‘ 均与衍 无关
,

它们只依赖于分点的选取
。

在 式大括号外的因子
计及

。

兀

力
。 暴然是常量

,

优化时可无须

,

一
, 、 口中

, 通 、 、 , 。 , , 二 二
、 、 ,, , , ,

田武 乙勺少 , 刊水出合万万不 针
, 工 ,’“ , 夕 ,

刀 小 白双仅扁惜 , 仕还儿小丹猫出
。

以

于是在均布荷载奋。作用下的环形板的最优设计问题已成了联合式
, 马 ,

的非线性规划问题
,

利用乘子法
,

可得到
。

对 协今 的情况可同样得到
,

没有任何原则困难
,

在这里亦不再具体给出
。

需要指出的是
,

在以上的推导中
,

各分点是任意的
,

即在 〔 。 ,

〕之间可任意分段
,

问题的公式与分段的不同在形式上没有任何不同
。

计 寡 实 例

在以下的计算实例中
,

我们使用了与文 〔 〕相同的数 据
,
取 乙益‘

。
, 乙知

二

,

日
。

兰一 一
,

材料的泊松比 , 一饥
“

首先我们以等宽的距离把板分成五个宽度相等的环形板
,

计算了在
,幻 、脚 ,

仇 一 , , , , , , , , , , ,

作用下的优化问题
。

结果表明当 一。
, 诬 , ,

时
,

板的最优形状具有一定的相似性 , 而当 一
, , ,
时

,

最优形状亦很相似 当 协 衍
,

时
,

最优形状亦几乎相同
。

为了说明问题
, 我们在图 一图邃 中给出工

一

州 仇粼
, , ,

。,

的最优断面形状
。

图中 中 , ‘。 中 。是最优形状的目标函数与等厚度时协目标函数的比
值
。

迭代从等厚度开始
一 ‘

一 一



勺睑 目

图 价 佗 ,

巾 , 一 中 。 图 优二了 ”
,

巾价 月 中 。

图 川二 ” “
,

中 。 中 。 盈 爪 , ” 巾加 。 巾 。二

咬 图 附 , 称 ,
,

中况 月 中 。
。

图 份‘ ”十 二 中 了。 巾 。 ,
,

图 份 ” ‘ 中二 月 中。 砚 扮

我们计算了在 。段等宽分荆下的债很
。

图

几、

内了
‘

进二步说畔几种类型的最优断面形状
匀一图 是对应于

, , ,

的结果

, 弓咋
、

图 , 杭“
, ”十 姐

‘币时才 。。 , 图 州冲 ”干几二弓 中份 月 中 。‘
,

娜

一二二二兰些
。矛二不不二二

图 沉二氏件 口 巾阴 一招 创

水号月

卧 州二
。

切
,

中用‘ , 如‘氏租盯

一 肠



为 了与文 〔 〕的结果作对比
,

我们着重计算了在 的情况
。

按文 〔 升 当 。二

时在最优断面的突起部分将产生无穷多间断点
·

为了验证这一
‘

晴况
·

我们在图护的突起部
分加细分割

,

分割相当于 段的情况
,

其余都分仍保持
一

段的分割 计算结呆翼佣 羹礼
一

图 爪 中加 中 。 。公 了

结 束 语

由以上分析可知
,

我们把板豹优化问题归结为一个导数可求的非线性规划问肇 , 为传统
的非线性规划方法应用于板的优化设计开创了一个新韵途径

, 并 使 板的优化方禽变今吏为

简便七

由计算实例的结果与文〔 〕的结果对照
,

可以看出
,

用本文方法将比文〔 〕的方法更快达

到最优值
。

文〔”〕中
,

在 牌一仃时
,

取 四声
,

算得的 中二 ,袱小
。一 。

· ,

我们在廖 中只
取 段就算得 中 ‘

。 小 。二讯 。佣 、 在 , ‘ 时
,

文〔 〕取 段 ,

得 中 ,
。 中

。 二饥能
,

我们在图 中
,

实际上只取了 的段
,

得 。 之
。 中 。二

, 。

在文 〔 〕中
,

当分成 段
, 中二 , 二 中 。 。 时就发生分裂

。
当分成却。段时

,

中 。 中 。 ,

因而
,

文 〔 〕
,

即发生很多突起
,

而我们在个别区域中分成 仓卑仍未出邵攀多来粗
,
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