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非完鳌保守系统的积分不变 及其应用

陶铭勃徐大刘成群

重 庆

提协 本文导出了契塔耶夫型非完整保 守系统的庞卡勒一卡尔丹型积分不变

终积分挤变章为工熟 研究了非完整系统的广义正则变换
,

佣润接钓方法构造非完 整系统的运动积分
。

作为一种应用
,

丸的广溉 密顿雌可 比方法
。

最后讨论 了广义雅可比定么

这种变换使我们有可能

导出了求解非完盆系统

引 官

回顾非完整系统动力学的发展历史与现状
,

人们会发现
,

在大多数情况下
,

非完整系统

动力学的研究是根据 ’ 一 。二解 变分原理同时引进 ‘ 、 , 乘予而进行的
。

几乎没有人注意到非完整系统的积分不变量
。

本文 目的在于导出契塔耶夫型非完整保守系统的积分不变量
。

以此为根据
,

建立了系统

的广义正则变换
。

这种变换可以看成是完整系统第一类自由正则变换的推广
,

它使我们有可

能用间接方法构造非完整系统的运动积分
。

作为一种应用
,

我们导出了求解非完整系统的广

义哈密顿一雅可比方法
。

最后对广义雅可比定理作了讨论
。

二
、

积 分 不 变

设一力学系统的位形由 个广义坐标 亡
, ⋯

,

确定
,

其运动受到 劝 个

非完整约束
, ‘ ,

夕‘ ,
考

, , ⋯ , ‘ , ⋯ , ,

其中 , 不一定是广义速度 吞‘ 的线性函数
。

设约束 ⋯ , 是契塔耶夭型的 ,

移 , 满足关系

即系统的虚位

会
‘“‘一 。 “一 ‘ , ’‘ ’ , ‘ ,

字母上的圆点表示对时间 求导
,

重复指标是哑指标
。

设系统有势 犷 ‘ , ,

其 广义动盘

和哈密颇函数为

一艾共 一 气名 , ⋯ , 刀少
,

口 , , 一 , 才 二 洲一互一‘ 一

一



其中 一 犷 是系统的拉格朗 日函数
。

系统的运动可以用广义正则方程

公 一

器
‘ 一斋

入

斋
“ 一

描述
,

其中补 是未定乘子
。

让 丫 表示增广相空间 ‘ , ‘ ,

中的一条简单闭曲线
,

代表运动方程解的相轨线通过
,

它们构成一正路管 图
。

让 丫 表示另一条围绕正路管的闭曲线
,

并和相轨线无一处

相切
。

这样
,

对于 , 上的点 , , 一、, ,

必有 上

的点 ‘ , ‘ , 才 与之对应 , 对于 上的点 ‘ 一

卜

‘ , , ‘ , 各‘, 有 上 的 点 ‘ 乙 ‘ ,

, 乙 一 , 邑 与之对应
。

现在考虑作用量积分

则 丫 , 上的每一点都有一条

一 ’ , ‘ , ‘一 、 、
一

沿相邻两相轨线 和 的 作 用量之差 —即作用量的变分

可以表示为

封封封马马
户

一 】 乙 ‘ ‘ ‘各 , 一 乙 ‘一万 ‘
·

一

图

设算子 和 乙可以交换 〔“ 〕 ,

则
·

的右边可进行分部积分
,

这里积分是对算子 进行

的
。

这样
,

, 才
乙 二 〔 ‘ ‘一 乙 〕仑

“

、 邑 ‘ ‘一 色 ‘ 夕‘ 一 各 乙君
, 肚

刀

一

二 、 、

一 一下几一一 ‘ 十 一下二一一一 甘 卞 一 丁一一
不 甘 了

一

得

为入因代

黔
一“。‘ , 才 一

釜今
了卜、

口

又
夕‘几‘一 〔 一 、一万乙 〕 ’

、

了一 、
, ,

一 ‘三胜 一 一 戈 丁 一 “ ‘

、 不 沙

由方程
,

我们有

,’’
‘ 、

, 方

一 一一又万一一 一 “ 一又气可一一 , ‘

叮

一

田 此万程 变成

乙 一 〔户一各 一万乙, 〕‘

丁
’ 一‘。唱箭

““‘ 入了

,
斋少“‘“‘

一

一 一



写成

““一

〔
, ‘

箫
“、‘一 “‘

〕
一

《
。才 ‘

瓮》
。 一 “‘

,自、刀尸勺‘矛口、八、

曰且山

因为 如‘ 令‘从 ,

故真实运动作用量的变分化为

各 〔 一各 一 乙 〕一 〔 一

一 乙才〕,

其中 如‘ 是受到约束限制的
。

引入未定乘子 入, ,

并往意到
· ,

我们可将

这时 。 可以看成是彼此独立的了
吧

冷 沿 丫 , 运动一周而回到起始位置
,

这意味着 也

将沿 运动一周而回到起始位置 。

既然 和 都回到原来的位置
,

的净变化就是零
,

于是 的积分导致娘
一

给果 一
手

, ”‘ ‘ ,

斋
时

百 一““‘一

州
。‘

山箫
““‘一““‘

一

因为 和 丫 是任意的
,

子是我们有

工 ,
、

了
, 、二 合二 ,

甲 一 八 吮态护一 甘 一月 ‘一 ‘ 盏

、 丫

一

其中 是围绕正路管的任一闭曲线
,

并且它和任一相轨线只相交一次
。

我们称 为契塔耶夫
‘

型非完整保守系统的积分不变量
。

一

三
、

广义正则变换

一 , , , 一 , , , 宕 钱

,

⋯
, ”多

一 , , ⋯ , 。 ,
’

。

, 。

卜

换
户

、变义定

里量变
卜

变新老到对变其中 为独立参数
,

称为由老变量
,

及 相 应 的 哈密颇
, , 约

, 尸 及相应的哈密颇
, 尸 ,

的广义正则变换
,

如果在这种变换下
, 的正则方程

、

二 、

,
叹‘ 一互丁 一 一丈二了 一 一 八 , 一寸飞一 人 , , ”

‘ , ”夕
。夕 ,

、

口笙 ,
一

叮 子

仍然变为对新变量
, 尸 的正则方程

‘

漂攀 , ‘ 一

黔
入 一

咎扛 ‘一 , ⋯ ,

厂 甘 , 口峪 , ’

一

这里
, 任一 , 才

是对应的未定乘子
。

列据 方程

二 及 夕 ‘ , ‘ , , 。分别代表新老变量下的约束方程 , 入, 和 入 则

哆
‘

意味着

悦弓

工
, 、

了,

、
。

甲 十 八 一不士 尸夕 笙渗一月 ‘一 不

、 性 月

一

其中丫 是围绕方程
’

·

亚路管的任一闭曲线
。

一 升 一



当然
,

我们亦可用新变量来描述同一系统
,

根据方程
‘

朴
几

我肴〕有

吹伽
入 ,

釜卜
一‘狠 “

补忿

其中 几 是围绕方程
·

硕正路管的任一储曲线 ,

甘甘甘
址址祥祥

一一

曰曰以以

特别地我们考虑位于超平面 一 上的一条闭曲线 恩么几 拾考这彝鞠夔戮娜钾滇
,

“

更,
入才

绘卜
一

卜划
” ‘ ,

一

歹
护 ,

” 十 ‘ ,

僻冲
一 尤 、 一

乡
。 尸 , 十 、

斋卜
,

釜神 一

注意到

通了, 。

八 一丈厂一
奋 才

仔性

、。

好飞 。 。

”‘花酉万
”“ ‘ 一 ” 吕

我们得

歹
”了十 “

歹
。

仁
十 ‘’

按李华宗定理 “ 〕 ,

我们有

‘

口立‘

、。了一 “‘一

歹

孙
一肠‘一

歹
,

, 咨 ,
沙礴

一乙
广下

吧︷斌‘一

歹
了“ ‘一 林

歹
“诊““‘

一

其冲 件为常数且 终手 因此 由
· 、 ,

得

歹
,

伽
入 ,

箫卜
一 兀“ 一歹

、

份
‘了

箫
尸

卜
薄一。

‘一

宁
‘

·

如果按
·

将新变量 尸‘ , ‘ 用老变量 夕 ,

来表达
,

则 补 玲 武可改尾成

歹
,

仁
十 ‘ ,

箫
一

冲
一‘“‘一

心
, 十 入

箫净忡碑一

地卜
一

少明



由 丫 , 的任意性
,

式积分号下的函数应是
、 ‘ ,

, 和 的某二函数 一 , , ‘ , 约

的虚全微分
,

于是我们有

, 气少 ·

尸‘ ‘ ,

箫
阳厂 价

‘ 十入才

会卜
价一 形口一

·

其中

。 。 。

尸
。

尸
。 ,

。厂 ‘二二 一 十沈下士一 十 一萦产 不

笙
‘

口 , 口石
邝 盯

函数 ‘“‘ , ”‘ , ‘’称为变换 ‘
’

‘ , 的母函数
, ”称为变换卯价

。

采用和完整系统中所用

的类似步骤
,

不难证明 就是广义正则变换的充分必要判据
。

现在我们考虑一个特殊的变换
,

它 由补充不等式

、 ,

⋯ , ,,

一 , ⋯ , 二

、吮 一
‘

一 所规定
,

这意味着 ‘ ,

场
, 是独立变量

,

即
, 一 , 才 一 , 一 , 才

于是等式
·

就可写成上面的形式

一 〔怀十‘ ,

箭》
‘一 ‘“ 一

以
‘才

瓮 崛 一

叫一阶
一

·

其中
‘

一
,

’

。 、八
。

一下尸 ‘ 一 , 不苏产州 叹甲 才十 一下不 一 了

, 叼
】

口乙

根据约束条件
,

相应于 , 和 , 各有 ”一 , 个虚位移是独立的
。

因此乘子 入‘ ,

片

可以这样来选择
,

以使

一

, ⋯ ,

一 。

〔
。才 “

会〕

一〔
, ‘

叫箫〕

‘ , ⋯ ,
心

一站一如

,

, ⋯ , ”

刁
八 一可二一 十 协月

杏

、 ,

如果函数 找到
,

则方程 一 就可用以求得 ” , 和
,

从而完全确定了

变换
。

四
、

广义哈密顿
一

雏可比方程

今 上面的广义正则变换理论把我们直锋引向广义哈密顿一雅可比方程
。

让我们考虑一个特殊的变换
,

其中

一 斤一



二 ,

, 。 、

,
卜 一 土 八 一 ” “

万落一 三

于是方程
,

就变成

口‘ 二 , , , ⋯ , ”
一

由此得
‘ , ,

一日, 二 , ⋯ ,

怎样来确定我们所需要的变换呢 我们来研究变换的母函数
。

一

我们将说明
,

实现这种变换的
母函数是所谓广义哈密顿一雅可比方程的全积分

。

事实上
,

在这种情况下母函数为

, , , , 矛 口 , , , , 一

因此
,

从 一
一

我们有

了 二
、

沪
刁玩, 一 “‘ 十 “ ‘一石蚕犷 又’一 , ‘

” , ”少
一

。

一 下尸一一
二 一

住

, ⋯ , ” 一

一 下丁 十 卫 二
口才

一

利用
, ” , 称

一

,

则方程
·

和约束方程
·

构成 , 个方程
,

从中可将 , , 入,“ ,

一,

⋯ ,

表示成 口 , 口 , 二 , ⋯ ,

的函数
。

事实上
,

由方程
一

,

和 可将乘子 入‘ 表示成 阳
, ‘ ,

和 才的函数
,

即

、

八 , 八 , 一飞二 一一 , , , 一 , 丁 〔名 , ⋯
, 夕

、 。甘亡

将 代入 并利用约束方程
,

可将 , 表示成

一

。‘ 一 。‘

考孚
一 ,

、
, , “ , 一 , ,

⋯
, 。

、 , 从 ,

一

用 连
一

去代替 一 , ,

中的 ‘ ,

则方程 就变成

等
。‘ , 。‘

会
, 。, , , , ,

〕
一 。

一

这就是对于 契 塔耶夫型非完整保守系统的广义哈密顿一雅 可 比 方 程
,

它 首 次由
。

〔‘ , 用另外的方法导出
。

令 一 ‘ , , 约 是偏微分方程
·

的任一全积分
,

其中 ‘ 为任意常数
。

考虑

方程

。
·

,

一弋二二

一
井二 才 气 ,

⋯ , 月少
, 仅

一

其中 日‘ 也是任意数
。

这些方程和
·

有同样的形式
。

因此
,

系统的运动可由
·

求
‘ ,

而由 求 ‘ 来得到
。

这就是求解契塔耶夫型非完整保守系统的广义哈密顿一雅可

比方法
。

一 一



五
、

广义稚可比定理

让我们记住广义哈密顿一雅可比方法的基本方程
,

它们是

器
一 一 , ‘ ‘ ,

诺 ,

手 卜
了 , 。‘

奇
一 , 。, , ‘ , ‘

〕
一 。

】

一 , 才, 才

会
一 日‘

, ‘一 , ,

奇
, 。。 ,

·

‘,
,

’

, ,
, ⋯ , ·

一

现在让我们提出一个相反的问题 表达式
· 一

和 是否一定满足下列形式的方程

即

升

勺 一 丈 , 一一 气书 , 一 乃户
才

一

二 口 ⋯ ,,
,

,, ,
一

‘

,
一

,

八
一 一

‘一亨丁甲一 , 卜 一万下产 , 妙 一 孟 , ”
’ , “ 多 一 ,

一 ’
, 。 ,

母甘 口 , , 、 ‘ 、

其中
二

卜 是未定乘子
。

对此我们有

广义雅可比定理 如果 夕 , , , 灼 是方程
·

的全积分
,

要使 和

提供
·

和 的一般解
,

其充分必要条件是

、,

率
一

髦七 一
一

单孟、。。‘一 。

、 不 叮 ‘ ,
’

一

证明 将 对
泛 ,

’

几

对 微分得

么兮
‘ 才

十 一 , 二了一一
介

微分 ,

护
户

, , , ⋯ ,

一
才 ‘

么

口, 幻二一 “ ,
、

司
,

⋯
一

由此

泣盛竺几舀立红石二

户 ,
石

一

一一‘叮

行列式
’ ‘ , 铸 ,

因为 匆 , , ‘ ,

是 示
’

的全积分
。

同样获将
·

对

‘ 微分
,

对 微分
,

我们有

今
一

公嗯
一 考 荟

,

牛蛊斋扩斋瑞际于着粉‘
’

一 丢 一



么

丈二二一一 十
口言 ‘

刁 升

又 一 二广

—勺 , 一 犷 一
口 ,

叩钾 一

。 飞 , 、一 。

砚 甲二一 , , , 、了
,

一 , 万 一一 , —
“

一

、
一

口呀雏 ,
宁

其中
,

符号 表示在求偏导数时将 , 视为常数 符号

,

得
寿

有类似钓盒义
。

由 环钾妞 和

、 土 口
尹 、 叮

, 、二 士 口 , 卜 ,

“
一

石不、
‘ ’‘

万歹了
一

厂 一而厂 , 飞

一百歼一而万
一

拜一
“

一

注意到

弓
,

将

和
一 ,

我们有

代入

, 一‘
愉

一 一

奇
一“
徐一岛命

一

斋小
才

翁
一

一 ,

得

, 才十

器
, 十

刹
从

贪
一岛

命彭
‘、

奇卜 临
‘

另外
,

如果真实运动位移包含在可能位移之中
,

助有

典七夕, 一 。

呵

,

由此我们有

。命
一

久

瓮
一

命 、价
,

瓮砂介瓮鲁 铃 、‘

箫念器

终 , 蔑召

所以
一

卜 玲 可以写成

, ‘

荟
一

,

刹
‘

会卜奇箫、一 ”
‘ 马

如果按广义哈密顿一雅可比方法所得到的解满足方程 斤布 ,

卿仓等式 争娜 导致

·, 十 、才

会
‘

儡一
瓮

一

瓮
一

会绪
“

由此利用
·

可得

‘

仔箫
十

会箫俗卜
二“

宁

其中 , 是可能位移
。

反过来
,

如果由广义哈密顿一雅可比方法所得的解满足 苟哆 ,

则从 介纷 排

, 才 几

篡今
““‘节 ,韶

考虑到
,

即可得方程组
。

我们可以将条件
「

改写成 伍
· ,

可得‘恒等式
,
亩此恒等式可得

的形丸 事实上碑于妙
, 代

峥柬方怪

名一



, ,

寸, 。

一尸护‘二一 卞 一下 扩一一 一一二 一 兮
一 梦 口 , 盲奋

一

, 筑
一 、

竺、 ,

冬

今
一 ‘

室一
至此证明完成

。

一

·

代入
· , 即得

·尽》代替了 件
夕 。

由此我们看到
,

为使雅可比定理适用于受有约束
·

的非完整保守系统
, 条件

即将

或等价的 是充分必要的
。

·

当然 ,
一

对于完整系统这“ 条件自然满是
。

这个条件首先由

每勉采夫 〔”用其他方法得到
。

正是这一熏要参佚扒
· ““ “ ” 〔‘ ’忽 略

,

这 就是文

〔 〕中例 不正确的原因
。

, 考 文

〔
·

舟 〕 , 认 , 轰 一工补 班

价

棘 乒 珍。 毋泣。 了种再王。尽

导那加 ‘ 多通艇叮 呱 , 习 盯 ,
一 创‘

「

〔
一

〕 盆 , ,

心
, 中 中解 , , ,

爪耳 职 氏 。办。耳。二廷研声 职。, “ ,

琪 , 欲 舀

〔 〕 即
、

株 。 , 肠 叭
,

上 也‘

了 拜众。双 工 , 炙 拙
, 、

。 , 工 ,

一 奋 ‘

拟沁 咖 ” 比。

今 迁 认 。让 扛,

〔 〕 ,
·

, 一

叙墓 。仁
一

硕 封枉耳玩加 今毋

, 五扛 典 协 称 , 从 呱 早 。

导多时令扭

哀。 缪
, 二 , 毋 士。

协
,

权 二 了劝

〔 〕 , 。 , 姜 已 或加卜

扛 一 五” “ 咚 孚 ”
, ,

。 , 。 , 。 , 一 。

〔 〕
, 衷了

一

攀尽 在 , 一 ,
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