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提要 本文介绍了作者近年来有关弹性力学中广义变分原理的研究 〔, , 。

我们

证明了在弹性力学的胡海昌一梦津久一 郎变分原理 汇,八 ”〕中
,

应力应变关系仍属变

分约束条件
,

于是在本原理三类变分变量 。‘
, 。 , , 。‘ 中

, 只有两类是独 立 的
,

即 , “ 或
, “ , 。 从此

,

我们在胡海昌一鹭津久一 郎原理和海林格赖斯 纳 原

理 〔 ’之
,

找到了等价定理
。

为了解除应力应变关系的变分约束
,

我们提出了一个高阶拉格朗日乘子法
。

用

这个高阶拉氏乘子法
,

我们从胡鹭原理和海赖原理分别导出了前所未知的更普遍的

广义变分原理
。

我们也证明了在这两类变分原理之间
, 有等价定理和相关的等价关

系存在
。

一
、

弹性力学中小位移问题的数学描述

设 厂是弹性体的容积
,

它受分布体积力 萝‘“
, , 的作用

, 。

是受有已知 外 力

少‘作用的那一部份边界表面
,

而 二 是位移万‘已知的另一部份边界表面
,

在静力平衡时
,

应力 , , 应变 。 和位移 “ , 满足下列五组条件 , 即
。

平衡条件
,

, 声 二 在 犷 内

其中
, ‘ 代表 “闰劣

,

而 为哑标
。

。

应力应变关系
,

对线性弹性而言
,

我们有
, , ,, ,, 或 , , , 月 , 在 犷 内

·

其中 , ,, 和 ‘ , , 分别为弹性常数和柔性常数
, ‘ , , ‘, 二 ,‘ ‘ ‘ ,‘ , 和相类的“ ,

对称关系
。

。

应变位移关系
。‘ , 一

专
。‘ , 。, 在 犷 内 一

其中 ‘为位移分量
, ‘ , 拟

。

已知表面位移的边界条件
‘二 杯一 在 , 上

一

。

边界面上外力已知的边界条件

一
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‘ ” 尹‘ 在
,

上
·

设 为总边界面积
,

则

于 。 , ·

从
· , · , ·

等十五个方程式中
,

我们找到满足边界条 件
, 一

的
, , ,

幻 在容积 中的解
。

现在让我们列入应变能密度 和余能密度
,

它们是由下列积分定义的

‘。 ,一 ‘ , 。了 , · , , 一

丁
‘ , 。 , ‘ ,

一

对线性弹性力学而言
,

它们可以用
·

式写出下式
,
其意义亦见图

。 一

专
。‘ , , 才。‘, 。 ,, ‘。 ,一专“

‘ ,。‘ ‘, ,
一

而且满足下列能量密度恒等式

一 诊, 一, 一

在非线性弹性力学 见图 中
, 。 和 是用

·

定义的
,

所以应力应变关系

可以写成

一二了二一一 , 一万二一 ,
一

“ 盯 才 “ 才

一

·

即能量密度恒等式在非线性应力应变关系中对一切 。‘ 和 , 也是满足的
。

无

气

幼

线性弹性 非线性弹性

图 应变能密度和余能密度

二
、

胡海昌
一

营津久一郎原理及其变分约束

胡海昌一耸津久一郎变分原理是最小位能原理通过解除其约束而导出的
。

在小位移 弹 性

静力学中
, 最小位能原理可以写成下式

各刀 “

刀 , 一
觅〔

一声 ,“‘ 犷一 ‘ ‘ ,
一

其变分约束条件为

票典
‘

一 。‘,

‘ ,

,

已‘ 一玄 、“ ‘
,

, 一
, 才 , 在 犷内
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“ 瓦 , 在
。

上
,

其中
。 。
“

一

这里很易证明
,

当几 为极小时 在约束条件
· ,

和
·

下
, ·

给 出 的

欧拉方程即为平衡方程
· ,

和给出的自然边界条件即为已知外力的边界条件
。

所以
,

满足最小位能原理的解 。‘
, 。‘ , , 即为满足小位移弹性力学的全部数学方程

·

一
·

的解
。

胡海昌一鹜津久一郎变分原理认为 如果 亡‘
, , , 。 , 是三类相互独立的变量

,

则泛函

“ 。 , 一“ 一见小
,一

专
‘一

,
, ·,

,‘ ,

〕卜芬
‘ , , , ·‘一“

· ·

为驻值的条件

各 甲

所给出的 ‘ , ‘ , ‘ 必满足全部弹性力学方程
·

一
· 。 ·

二 「
, 、

二 广 , 、

、、
,

刀月 , 一 、叭考 一户‘ ‘一 。‘ , ‘ 一 去 ‘ ,
, , ‘ 卜犷一 万 一

’ 一 ‘ 一 “ , “ 声 、一
’

”
’‘ 夕 ”

’

一

式也可以写为

一
觅, ‘ ‘

口 一觅
‘ , , ‘一“ , “· 一

人们长期以来
,

误认为这个变分原理是 “弹性力学中最一般的变分原理
。

弹 性力 学 中

的其他的变分原理
,

都可以看作是三类变量广义变分原理的 特 殊 情 况
” ,

见 〔 〕中第
,

页
,

或明确把海林格赖斯纳原理着作是这个原理的 特 殊 情 况 见 〔 〕的

节
。

不论胡海昌或鹜津久一郎的推导和证明都有先验的成份
。

例如
,

胡海昌在 年的文章 ‘
’ 中

,

先验地认为
·

或
·

式中的三类变量一

定都是独立的
。

如果这三类变量可以证明是独立变量
,

则 刀衬 , 的驻值条件的确给出全部弹

性力学方程的解
。

可借这只是一个先验的假设
。

无法予以证实
。

鹜津久一郎 〔 〕和 邻 〔 〕的文章和专著试图通过拉氏乘子法来推导 解 决

这个问题
。

可惜在推导过程中也用了几个先验的假说
。

为了说明这个问题
,

让 我 们 按 鸳津
〔 〕的中译本 节的原文来进行讨论

。

鸳津在译本第
, ,

页中有这样一段

话
。 “引用拉味乘子

,

可以把上述应变位移关系和边界位移巳知条件并入变分表达式的骨架

内来推广最小位能原理
。

通过引进分别定义在 犷 内和
。

上的之蛇色压
,

至二勿点塑』少 广
义原理可以表达如下 问题的真实解可以由下面所定义的泛函 刀 的驻值条件给出

。

, 一
称 , ·卜几一 〕“ 一皿

。 ,

,
了, 一

会
。了 , ,, 了 少

犷

, , , 、‘
。一
犷。
‘
“一“

·

在这个泛函中
,

经受变分的独立量是十 八 个
,

即 。‘
, ‘ , , 。‘ ,

些取变分
,

我们有

一

日‘而没有约束条件
, 对这

“刀了一见瓷一
, 肠 了厂卜

了, 一

专
‘一 , ,

, 了

〕
“。了,

一 了,
,

, 萝 , “。 , 厂 甄
。 , , 。一 , , 乙。 , 、 ,

巧
‘ , , 一 。‘ “。‘

二 一

巧
‘一“ “日‘、

。

一

一 一
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而驻值条件则表明为

在 内 一 一
。‘ , 一

合‘
。‘ ,

, 。,
, ‘ , 一 ” 一 ,

在
。

上

在
。

上

,

, ,

了

了 , 二

一歹 , 二

。‘ 。, 一日, ‘一 瓦‘二

可以看出
,

方程
· , ·

确定 拉氏乘子 ‘ ,

日‘

驻值的关系式就是弹性力学问题的全部方程
,

如果把方程
·

件
,

那么
,

刀 , 重新简化为最小位有巨原理的泛函几

一

一

一 ,

的物理意义
,

而使 方 , 取

和
·

当作约束条

消去式中的拉氏乘子日
,

我们可以得到这个变分原理的泛函表达式刀月甲 , 即
·

式
。

在泛函 式中
,

经受变分的独立量是十五个
,

即 。 ,

束条件
,

对这十五个量取变分时
,

其驻值条件是由
· , ,

, “‘ , 而且没有变分约
。 , · ,

给出的
。 ,,

于而

以上引录
,

除了在符号上用本文的符号外
,

并未作任何实质性的更改
。

我们必须指出 鹜津所用九个拉氏乘 子 。‘ 和 日‘中
, 。‘ , 是先验地决定的

。

是驻值条件 ,。 不是确定了 。‘ , 作为待定的拉氏乘子 的 物 理 意义 为一早典
, ,

公 ,

是代表了应力应变关系
。

如果 ‘ , 在
,

中是待定的拉氏乘子
。

则
这个泛函中

,

只解除了 。‘ , 一喜
。‘ , , 十 。 ‘ 一 。和 。‘一丽 一 。两个约束条件

,

还有 应 力应
丫 一

’, 了 ‘ ’ 了
”
‘

⋯
叨 一 , 矛 、 一 吞 ’夕

’

一 ,
’ 一

⋯
一 ’ 一 ’ ’ ‘ 甘 ‘ , 一月 、 , , 下

刀一
变关系这个约束条件并未解除

,

就不能说这个泛函 “没有约束条件”
。

所以
,

认为胡鸯原理
是没有约束条件这一判断

,

也是先验的
,

没有根据的
。

最后
,

胡海昌在他的著作 ” 〔“ 〕的 。节中
, 其论述也是鑫竺丝

, 胡海昌在这里

说 这里用本文的符号
“在 荟 中已证明最小位能原理 几 , ,

其中的自变函数 ‘和 ‘ 要求满足应变位

移关系 和已知边界位移条件
· ,

用适当的拉氏乘子将方程
· , ·

并入

变分式 “ , 一“内
,

便得到色 。 , 一 ”, 汀 , 见 户 式
,

此 式 中的 “ 。和 “ ‘ ,为
鲍彝

悠处婚悉叨焦丝
。

至璧迎红鱿填签然星座勿丝缓月绝叻
,

所以真邃里工
“ ‘ , 和

,勺迄巴愈坦最
。

经过如上的推广之后
,

变分式 乙瓜 , 。便相当于弹性力学的全部方程和

边界条

肌显而易见 ,

胡海昌把 ‘ , 和 勺 作为拉氏乘子是先验的
,

同时
,

这两个乘子只能解除

两个约束条件
,

而应力应变关系这一条件既未解除
,

则胡衬 , ‘ 就不能 “相当于弹性力学

的全部方程和边界条件 ”
,

所以 , 这个结论也是先验的
。

现在让我们认真地使用拉氏乘子法解除
· , ·

和 土
·

的约束
。

设 是一个约束条件
,

为了解除这个约束条件
,

泛函应有在修正项 中
,

而且

中 , 一 。二

如果 中 是 的正规函数
,

则当 较小时
,

可以展开为 的泰勒级数
。

中 , ⋯

如果 了很小
,

我们可以略去 尸 以土的高次项
,

得

中 了
·

其中 是待定的非零乘子
,

我们称之为拉氏乘子
,
因为这是 的线性项的乘子

,

所以
,

也

一 一
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可以称为线性拉氏乘子
。

当 , 二 时
,

这种约束称之为临界约束
。

而泛函的修正项
,

应该考虑高阶拉氏乘子项
,

即

中 “

其中 也是待定乘子
,

也称高阶拉氏乘子
。

最小位能原理
·

中有两种变量 。‘
, 。‘ ,

变分时
,

受有两种约束条件 的 约 束
,

即
一

和
一 ,

或

一
甄〔瓷

“一 , 一“ 乙一 “犷一巧’
‘“一““

·

在用了约束条件 和
·

后
,

上式可以化为

“

一盯斋
, , 了才

〕
“一 厂 巧〔斋

, 一 , · 〕
”一

·

一

极值条件 乙 给出

瓷
,

, 萝‘一 ”

瓷
”一 , ‘一

在 内
一

在
。

上

这两个欧拉方程和自然边界条件并不和平衡方程
·

和外力已知边界条件 卜 相同
,

一一
、 , ,

只们 曰 二一一
“ ‘

和 。“ 满足应力应变关系 卜 时
,

才是相同的
。

因此
,

应力应变关系
·

虽然不是变分时的约束条件
,
‘

约束条件
。

但是
,

也是定义应力时的定义
,

在实质上也是某种意义上讲的

现在先让我们用拉氏乘子法解除最小位能原理的两个 约 束 条 件 对 。‘ , , , 。 的约束条

件
,

相关的待定拉氏乘子为
,

丙
,

于是
,

修正后的泛函数为
。

、

叮
, 、

、
, , ‘ 作 。

, 二
、 , 。

刀声 刀尸 讯 ‘ ,卜‘ 一 奋 , , ‘ 姚日‘ 一 瓦
‘ 。 一

一 一
’

刘
’矛
‘

’ 矛 ’

一
’夕

”
’ ‘ 一

’

刀 「
‘ ’

一 “一
“ 、一 ‘ 一 产

其中 。‘
,

日‘
, 。‘ , “‘都可以看作为独立变量

。

通过分部积分
,

佛 的驻值条件可以写成

。。 一爪丁
叭

窖 , 十 。‘ , 。。 , , 。‘ , 一喜
。‘ , , ‘ “ ‘ , ‘ ,

,

, 一 ‘ ““‘下、。
‘ 、 “ ‘ 沙 、 ‘ 产 ,

万
。‘一“ “。‘ 。‘一 , ‘ , ”,, 一劣

, ‘ , 歹‘ “ ‘
。一 。

·
。

从此
,

我们得

‘· ,

瓷
十一 , 一“

‘ , 。‘ ,一

合‘
。 , ,

, 。,
, , 一 ”

在 犷内

,
,

一了一
一汀 二

日一
‘

勺 一, 歹一 。

其中
,

决定了待定的拉氏乘子

在 犷内

在 厂内

在
。
上

在
。

上

在
,

上

一 一
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一 ,

。 一 ,月任件条移位

气界一夕口﹃︸
汰一山决
一习一一和

。 ,了
一典红

,

口 口

一 , 一

分别为应变位移关系
一

可以写成

日‘

瓷
, ‘一 。

瓷
。 , 一 , ‘ 。

在 厂 内

在
,

上
一

这是用 一 代表应力的平衡方程

得到满足
, 一 ,

〔
·

和外力已知边界条件
,

如果应力应变关系

就等于 一 和
· 。

把
一 ,

中 识 别 的

“ ,

代入 式
,

得

。一 一
见瓷 ,,

一

枷
, ‘ ,

孙
一

巧瓷
、‘一‘ ““

· ‘
·

其中
,
刀 , 见

一

式
。

刀声的驻值条件
。

各刀二

给出应变位移关系
· ,

边界位移已知条件
· ,

程
。

和边界外力已知条件
· 。

这是一个两变量

以及用 一,

一

来表示的平衡方
, , 的驻值 原 理

, 在

这两个变量中已经没有任何搏束条件
,

为了求得 ‘ , ,

我们必须利用应力应变关系

一
一,

犷﹄一一八
一一‘二

从已知的 中导出
。

因此
,

还是求取应力 , 的约束条件
。

可以写成

“ 一 一
见
。 了,

〔
‘ , 一

合‘一
, ·,

,

,

〕
“厂十沥一广瓷

一 , 一

合‘一
, ·,

, ‘ ,

〕
“犷

,

二
、 ,

介 、
,

二
、 , 。

一 另。“ ”“ “ ‘一“ ‘’“ “
‘ 一 马 ‘ 一

一

丽万 , 、 ‘一 “ ‘’“ “ “
一

在
·

式的约束条件下
,

上述立刻化为胡海昌一鸳津久一郎原理的泛函 刀衬 ,
。

“ , 一 “
。‘ , 一

半
一 一
皿
‘ , ‘ , 一

专
·‘

,

, ,
, ‘

‘

, ‘ ,

一
巧
。‘ , , , ‘一“ ‘

,
一

所以
,

胡鸳变分原理可以写作

小变形弹性力学问题的准确解可以从 刀 甲 在约束条件
·

下的驻值条件
。

各刀衬甲二

中求得
。

这里必须指出
, ·

式 刀衬 , 的泛函
,

并不象胡海昌 〔
’, ’和 鸳津久一郎 〔

, ‘ ’所认

为的那样
, ‘ , ‘ , “ 都是独立的

,

变分是没有约束的
,

恰 好 相反
,

它们受有
·

式的约束
,

或即是说
,

在这三种变量中只有两类是独立的
。

我们可以把 “ , , “‘看作为独立

一 一
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变量
,

也可以把 ‘ , “‘看作为独立变量
。

这种误解的来源就因为胡海昌和鸳津久一郎在证

明中都采用了先验的假设
,

这一点在本节开头时就已指出了
。

到此为止
,

还有两个问题必须解决
。

问题 一

胡海昌在他的专著 〔“ 〕的 节中曾指出
,

式的变分可以写成

。二 , 一
见〔斋一

,

〕
“一 , 一

〔一专
‘一 , ·,

,

‘ , ”一 , 一 〔。‘ ,
,

, 户 〕“一 “犷

亚〔
, , ,一万‘〕“ ‘

。
一
巧

‘ , , ‘一“
。一 。

·

从
一 ,

当 一 , 一 , 乙 ‘ 都是任意时
,

就得到
·

一
·

所有的弹性力学问题

的方程式和边界条件
。

似乎一切方程都是变分问题的欧拉方程和自然边界条件
,

这不是说明

胡鸳原理是无条件的变分原理吗 其实应该看到
,

这个结论是建立在 “三种变量
,幻 , , ‘

都是独立的 ” 先验假设上的
。

我们在前面已经认真地证明了这个先验假设是错的
,

它们之间

不是独立的
,

而是以应力应变杀系
·

式为其约束条件的
。

亦即是说
·

式的 ’’
‘ 之间必须满足

· ,

于是
·

应该写成
。 。 附 「「

,
, 、

〕
二 , ,

二 、

、
, 。

脚 衬甲 一娜飞
付 ‘ 一 丁““ ‘

,

一 “
, ‘夕 」

。‘ 卞‘ ‘
·

卞 尸 ‘ “

叮
犷

隽〔
, , , 一 , , 〕“。 , , 一 “‘一‘ , “ ‘ , 二 一 。

·

。

在 。 , , , 。‘都是独立的条件下
,

给出除应力应变关系
·

以外的弹性力学问题的其它关

系和边界条件
。

问题 二

有没有可能用通常的拉氏乘子法把 各刀万 , 二 中约束条件 式解除呢 为此
,

我

们采用拉氏乘子 入‘
,

把 修正为

, 一‘ 甲 娜 ,,
, 一

瓷冲
其变分为

“踢 , 一
肠斋一厂

‘。才

试层万〕
“ 了 , 一 一 , 一

专一
, ·,

,

卜“ ,

〕
。一 ,

千〔
。 , 一

瓷〕
“‘了, 一 〔。 ,

,

, 梦‘〕“一 “犷 巧〔
。‘ ,。一 , ‘〕、·“

。

一 ‘。‘一‘ , , “ ‘ , “。 一

驻值条件给出欧拉方程和自然边界条件

苛一
‘ 习

粼万
一 一 ”

。‘ , 一

合‘
‘ ,

, 。,
,‘ 一‘ , , 一 ”

在 厂内 一

在 犷内
一

油

‘, 一 , 万二 , 于
‘

““
一, ,

, 了一

在 犷 内

在 犷内

一

一

一 一
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一

一

川‘礴

一, 一歹 ,

, 一万 ,

从 和
一 ,

我们很易证明

在
。

上

在
。

上

入
一

也即是说
,

刀衬 , 是一个有临界约束的泛函
,

线性拉氏乘子法不能解除这种约束
。

三
、

海林格棘斯纳变分原理的推导及其变分约束

最小余能原理可以写成

研
一

其变分约束条件为

几一见
。一 ‘才。, , ,‘ 。

‘ , , 尹 , 二 在 犷 内

,

‘ 二歹一 在
。

上
,

而且
口 二

一

一

在变分约束条件 肛
,

下 打
,

的极小条件 给出下列关系
, 、 八 ,

一 二 二
、

而万 一丁
、“ 了十 “ , ‘ , 一 ” 、化 犷 ’刊 声

一

”汀‘ 在 上
,

而且
, 二

最后
,

应变张量是根据下列定义计算的

‘ 在 犷 内

海林格赖斯纳原理可以用拉氏乘子法解除 中的变分约束
·

和
·

而求得
。

设 ‘ 和 日‘是相关的拉氏乘子
,

让我们分别以这两个乘子乘约束条件 和
· ,

再将其积吸收入原来的最小余能原理的泛函中去
,

得到下列新的修正了的泛函
。

界一几
十
瓜
。‘ 。 , , 了‘ 厂 万。

, , 。‘ , 一 , , , ·

其中
,

见
,

在它之前
,

我们使用了一个负号
,

这是根据卞学瑞 仁
‘ ’的经验

,

可以

直接导出海林格赖斯纳原理的泛函刀万

把
·

变分
,

并进行分部积分
,

刀丢的变分驻值给出

“二一瓜 〔斋 丢
‘一 , ,

,

小
, 〔一 ,

·

, 声 〕“一卜
犷

, 日‘ , ,“ ‘ , ‘ ‘ , , , 一 , ‘ ,“日‘ “
·

万
‘ “ , “ ‘ , 一

因为 犷 中的 。‘ , , “ ‘ , 中的 ‘ , ,

中的姆矛和邹
,嘟是相互独立的

,

于是导出

一

欧拉方程

一 一
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,

二
、 。

一

而万 , 丁 、“ ‘
,

卞 “ ,
, ,, 一 。

, 十萝 “

在 厂 中

在 犷中

自然边界条件
, 一互 在

。

上
, 日了 在

,

上
, 勺一歹 , 在

。

上

其中
,

即为原来的变分约束条件
,

而
,

出待定的拉氏乘子
。

, 一“‘ 在 犷 中
,

日, , 在
,

一

一

一 , 一

即可给

,

这样
,

和 即可给出
· , 。

把识别 的 拉 氏 乘 子
,

日 代入
,

求得海林格赖斯纳变分原理的泛函 刀铸
〔 , ’

‘
,

一见 “ ‘ ,
,
, 萝 , , 犷

万“
, 超, 。

宜
‘ ‘ , , 一 , ‘ 夕

·

一

这里证明了在海林格赖斯纳原理中
,

只有两类变量 。‘和 ‘ 其第三类变量 可以通

过应力应变关系 求得
,

而且我们也可以把
·

式看作为变分约束条件
。

四
、

胡赞原理和海赖原理间的锌价定理

我们很易证明
,

胡鸳原理和海赖原理有相同的约束条件—即应力应变关系
,

所以
,
必

然是等价的
,

即

几 , 几
从 和

· ,

我们有

‘ , 一

场
一
班 , 一 ‘ , ‘ , 、犷

·

对于满足应力应变关系的 了 和 。‘ 而言
,

必满足能量恒等式
· ,

于是
,

得

汀打 , 刁肠 。
·

这就证明了在 , , 和 ‘ 满足应力应变关系的条件下
, ·

是确定的
。

这是证明了 胡 鸳

原理和海赖原理间的等价定理
。

虽然胡鸯原理有三种变量 , , , 。‘ , , ,

但在应力应变关系的约束下
,

只有两种变量是

独立的
,

所以
,

胡鸳原理并不能象胡海昌在 〔 〕第 页所说的那样是 “三类变量广

义变分原理 ”
, “是弹性力学中最一般的变分原理 ”

, 以及 “弹性力学中的其他变分原理
,

都可以看作是三类变量广义变分原理的特殊情况 ”
。

五
、

高阶拉氏柔子法
,

从 , 和 , 中

导出的更一般的广义变分原理

在第
,

节中
,

证明了局限于线性拉氏乘子法
,

由于乘子等于零
,

所以无法用拉氏乘

一 一
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子消除约束条件
。

这当然和原来假定拉氏乘子是非零乘子是矛盾的
,

在这种临界状态下
,

我

们只能采用高阶乘子的高阶项
,

如 的
,

作为解除约束的修正项 小 了
。

在我们

的问题中
,

线性弹性的应力应变关系是我们的临界约束条件
, 即

二 ‘ , 一 ‘ , , , 二
·

取

中 ,, , , 一 ‘ 二 , , 一 , , , , 一 , ·

其中 ‘介 , 为待定的二阶拉氏乘子
。

我们有下列对称关系
一 ,。‘ 。 ‘ , 一

。 二 , 一

让我们取下述特殊形式的 ,报 , ,

这并不损失其一般性
,

即
、

直‘ 掩‘一丁八“ ‘才几‘
一

其中入为一待定的任意标量
, 。‘ ,‘ 为弹性常数

,

见 卜 式
,

, ‘ ,一专“
‘ , , , ‘ , 一 , ,‘ , 一 · , ,, “ , 。 ,

一 ‘

雀
。‘九 , ‘ , 。 , ,

告
“‘ , , , ‘ , , 一 。‘ , ‘ ,

‘ 入 一 。 , , ,

这里必须指出
,

中的 中 在实际上是和能量恒等式
·

成正比
,

它和线性弹性

力学问题中的二次项有关
。

一般说来
,

即使对非线性弹性力学问题而言
,

我们仍可利用这个项来作为修正项
,

即

中 二入 一 一 ‘ ·

对于满足应力应变关系 的 , , ‘ 而言
,

我们有

中

“ , 一‘

代瓷一
, “一 ,

瓷一
,

卜
。了,

一

这里还可以进一步指出
,

高阶拉氏乘子 大不仅可以是坐标 的函数
,

也可以是 , ,, ,的

任意函数
。

从 刀衬左
,

我们可以用高阶拉氏乘子法解除应力应变关系的约束
,

从而建立新的更厂 般

的广义变分原理的泛函

“ , 。一‘ 见入 , 。 一 ‘ , ‘ ,
·

汀 。 的驻值条件为

“ ‘一见
一

瓷 告
‘一 , ·,

,

, ‘

瓷一
, “一 ,“犷

见‘苛一
, “一 , 一 ,

,

, 了‘ “一 , 。一
‘ , 。‘ , 。、 ‘。

一
且
‘一“ ” ‘ , , , ,

巧
‘ , , , 一歹‘。“ ‘

。一 。 一

其中各 , , 各 ‘ , 各 ‘ , 各入在 厂 中
, 各“ , 在

,

中
, 各 ‘ 在 。

中都是独立变量
,

其系 数 都

应等于零
,

于是
,

得

一 墓 一
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在 犷中
声‘

一
, 一“

一

一

丝口 一 合‘
“‘ ,

, “ ,
,‘ , ‘

、

斋一
, 一 ”

一 一 ,

一

一

在 , 上
‘一落一“

一

在
,

上
, ,勺一歹‘二

为原弹性力学问题的平衡方程和有关的边界条件
。

这个恒等的导数给出应力应变关系
·

化为应变位移关系
·

,

一

。

从
一 ,

于是
。

这里的 入无法识别
。

当
而

一 , 一 , 一

我们得能量密度恒等式

对于任意 入值都是满足的
,

入为 ‘
, ‘ , , 御 的任意函数时

, 其证明完全相同
。

这是一个比胡鸳原理
、

海赖原理更为一

般的广义变形原理
。 这个原理并无任何约束条件

。 这是一个驻值原理
,

它可以写成

乙汀 , “ 驻值
一

。 , 。一

肠
一 。 一“‘ ‘ ,

,

, 了 , ‘ 一 ‘ , ‘ ,

隽“
‘、 ‘ , 。

店
。 , , , , , 一 , ‘ ,

。
一

其中 入是一个非零乘子
,

这里还可以指出
,

它可以是 男
,
“‘ , ‘ , , , 的任意函数

。

一 ,
也可以看作为罚函数法的约束变分原理

。

这一方面

可以参考辛克维奇
仁 的著作 节

。

二
、

一
、

一 二二 。 二、但、 、
,户

一‘ 怜“

霜遥斌
“

获福苛泛从
’

‘ ,
一

中用高阶拉氏乘子法解除应力应变关系的约束而求得新 的广

义变分原理
。

这个广义变分原理的泛函可以写成

“ ‘
, 。一‘ ,

肠‘
, , 一 ‘ , ‘了 厂

其中 为又一非零标量
, 或可写成

二 , , 一见仲
‘’‘ ”一“ , , , , , 一 ‘ ,

“‘

厂卷
, 、 , 一

专
。 , , 一声‘。‘ 犷

一
亚
”, ‘ ,‘·‘一“ 一

亚, ‘。‘
。

一

新的广义变分原理的驻值条件为
万 ,

这里可以看到
,

从
· , · ,

, , 一打 ‘

其中 入,铸 。, 入铸

如果 入
, 入尹满足等价关系

一 名车 一

见‘
,一‘ ‘ ,‘ ”一 ‘ , ‘ , ,“犷

一
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入, 一 入 入子 , 入笋

则从
· ,

我们求得等价定理

一

几,

刀 ,

入铸 时
, 刀 , ,这就证明

,

当 入‘一入 。, 入‘铸 。,

刀
, 。等价

。

今 考 文 献

〔 〕胡海昌
,

论弹性力学与受范性体力学中的一般变分原理
,

物理学报
, ,

。

〔 〕胡海昌
,

弹性力学的变分原理及其应用
,

〔 〕
, ,

科学出版社
。

解
。 , , 工 叭

, 匀 , 一 。

〔 〕漪津久一郎
,

弹性和塑性力学中的变分法
,

老亮
、

郝松林译
,

科学出版社 自”

〔 〕 卞学璞 大连混合杂交有限元国际会议上的报告 幻
,

八月

十一 日至廿八日
。

〔 〕钱伟长
,

弹性理论中广义变分原理的研究及其在有限元计算中的应用
,

中国机械工程

学报
, , ,

一
。

〔 〕钱伟长
,

变分法和有限元 上册
,

科学出版社
,

一

亡 〕
, , ,

, , ,

一
。

〔 〕 盒 , , , ,

琳“
” 夕 , , , ,

一
。

〔 〕艺
,

, , ,

协
。 。

侧乡

【

砰度 之 ”

五

刁肠

,

,

, 一 , 么

, , 一 一 , 她
,

, , 一 诊一 , 红 ,

一 一

下转第 吐页 ,

一 一
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不能因此就认为这三类变量是相互独立的
。

。

除非有另外的措施以保证 才 , 。 , 和 “‘这三类变量相 互 独 立
,

不能将 一

“ 乒“ 广义变分原理和胡海昌
“广义余能原理 ” 当作互相独立的三类变量的广义变分原理位

用
。

今 考 文 献

〔 〕钱伟长
,

再论弹性力学中的广义变分原趣—就等价定理问题和胡海昌先生商榷
,

力

学学报
, ,

、

每
。

〔 钱伟长
,

关于弹性力学中的广义变分原理及其在板壳 问 题上 的 应用
,

未发表
,

肠
年 月 日

’

钾 〕钱伟长
,

弹性理论中广义变分原理的研究及其在有限元对算 中 的 应用
,

机械工程学

报
, , ,

一
〔 〕钱伟长

,

变分法和有限元
,

科学出版社、北京
,
的、

‘

〔 〕钱伟长
,

高阶拉氏乘子法和弹性理论电更二般的广义孪分原理
,应用数学和力学

, ‘

,

一
。

〔乓 〕胡海昌
,

论弹性体力学气受范性体力学中的一般变分原理
,

物理学报
, 。, ,

〔 勺 胡海昌
,

, ‘

弹性力学的变分原理及其应用
,

科学出版社
,

‘

北京
,

玲
,

。 丁葫海昌
’

,
一

略论 加沙卜 、 和胡海昌一鹜津久一郎两种广义
‘

变分原理的联系
,

力学学报
,

叔
, 。

上接第 页

,

一

旦 旦 , 爪 ,

五

甲
。

兮 拜那 “拜 尽
,

,
’ 、

。

, 一 , 饭

护 卫
, 五

上接第 页

一 ,

。 ,

‘

一 一 杖 二会粉
仑
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